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ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ  ДИСКРЕТИЗАЦИИ  РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА - ГОРДОНА 
 

Аннотация 

Цель исследования заключается в дискретизации (приближении) классических решений уравнения Клейна -

Гордона, представимых в виде абсолютно сходящихся кратных функциональных рядов, и оценки погрешности 

дискретизации. Методология исследования основана на многочисленных аналогичных исследованиях из теории 

приближений. В исследовании  получены  следующие результаты: во-первых,  выписан в явном виде  точный 

порядок наименьшей погрешности дискретизации; во-вторых, доказано, что вычислительный агрегат, 

являющийся суммой  тригонометрических полиномов, определенных на гиперболических крестах, реализует 

точный порядок; в-третьих, доказано, что любой вычислительный агрегат, построенный  по N  

тригонометрическим коэффициентам Фурье начальных условий, не улучшает установленный  точный порядок  

наименьшей погрешности дискретизации. Значимость данного исследования заключается в том, что 

сформулированная по полученным результатом теорема является новой в задачах дискретизации классических 

решений дифференциальных уравнений в частных производных. 

Ключевые слова: уравнение Клейна-Гордона, дискретизация решений, вычислительный агрегат, 

коэффициенты Фурье, погрешность дискретизации, классы Коробова. 
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КЛЕЙН- ГОРДОН ТЕҢДЕУІНІҢ ШЕШІМДЕРІН ОПТИМАЛДЫ ДИСКРЕТТЕУ ТУРАЛЫ 

 

Бұл зерттеудің мақсаты – Клейн- Гордон  теңдеуінің  абсолютті жинақталатын еселі  функциялық қатарлар 

түрінде бейнеленетін классикалық шешімдерін дискреттеу (жуықтау)  және дискреттеу қателігін бағалау. Зерттеу 

әдістемесі жуықтаулар теориясындағы осы тәрізді  әдістемелерді негізге алған. Бұл зерттеуде келесі нәтижелерге 

қол жеткізілген: біріншіден, дискреттеудің ең кіші қателігінің дәл реті айқын түрде жазылған; екіншіден, 

гиперболалық крестерде анықталған  тригонометриялық полиномдар қосындысы болатын  есептеу агрегатының  

дәл ретті жүзеге асыратыны дәлеленген; үшіншіден, алғашқы шарттардың  N  тригонометриялық Фурье 

коэффициенттері бойынша құрылған кез келген есептеу агрегаты  дискреттеудің ең кіші қателігінің айқындалған 

дәл ретін  одан әрі жақсартпайтыны дәлелденген. Зерттеудің маңыздылығы алынған нәтижелер бойынша  

тұжырымдалған теореманың  дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің классикалық шешімдерін 

дискреттеу  есептеріндегі жаңа  болуымен түсіндіріледі.  

Түйін сөздер: Клейн- Гордон теңдеуі, шешімдерді дискреттеу, есептеу агрегаты, Фурье коэффициенттері,  

дискреттеу қателігі, Коробов кластары. 

 

Abstract 

ON THE OPTIMAL DISCRETIZATION OF SOLUTIONS OF THE EQUATION KLEIN - GORDON 

Utessov A.B.1, Utessova G.I.1 
1Aktobe Regional University named after K. Zhubanov, Aktobe, Kazakhstan  

 

The goal of this study is to discretize (approximate) classical solutions of Klein-Gordon equation, represented as 

absolutely convergent multiple functional series, and to estimate the discretization error.  The research methodology is 

based on numerous similar studies from the theory of approximations. In this study, the following results were obtained: 

first, exact order of the smallest discretization error is explicitly written out; Secondly, it is proved that the computing 

unit, which is the sum of trigonometric polynomials defined on hyperbolic crosses, implements the exact order; thirdly, 

it is proved that any computing unit constructed according to the N trigonometric Fourier coefficients of  initial conditions 

does not improve the established exact order of the smallest discretization  error. The significance of this study lies in the 

fact that the theorem formulated according to the results obtained is new in the problems of discretization of classical 

solutions of partial differential equations. 

Keywords: Klein- Gordon equation, discretization of solutions, computing unit, Fourier coefficients, discretization 

error, Korobov classes. 
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Введение 
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Методология исследования 

Основной результат данной работы оформлен в виде теоремы. Доказательство этой теоремы 

опирается на следующие вспомогательные утверждения.  
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Доказательство леммы 2 проводится  следуя идеям леммы  2.4 из [8, с. 43 – 44]. Также используется 

лемма 3 из [9].      

Лемма 3 (см.[10, с. 22 ]).  Пусть  ,...),2,1( ss .0d  
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Результаты исследования 

Основным результатом  данного исследования является теорема об оптимальной дискретизации  

решений уравнения Клейна – Гордона  вычислительными агрегатами, построенными по точной 

числовой информации объема  N  о  начальных условиях  
1

f  и .
2

f
 
 Прежде чем сформулировать  

теорему, сначала приведем необходимые обозначения. Символом || A   обозначается  количество  

элементов  конечного  множества .A  Как обычно,  ][a  
– целая  часть числа  .a  

Для каждого компонента  

),...,1( sjjm  вектора 
sZm  положим |}.|,1max{ jj mm  Символом 

)
2

,
1

( NN
Ф

 

будем обозначать 

множество всех вычислительных агрегатов ),(
)

2
,

1
(

N

NN
l 

 

с функцией  
N   и  функционалами   









)()( ˆ)(



iiii mffl ),...,1;2,1(
i

Ni  

 

 

Теорема. Пусть даны  действительные  числа  ,...),2,1( ss ./1,3
121

srrr    Тогда 

существуют величины 0),,(
2111
 rrsСС  и 

12122
2),,( CrrsСС   такие, что для каждого 

221
CNNN  , где  ,

1
}

2
,

1
min{ CNN    имеет место соотношение 

 

,ln)(
)1(

1
)2/1

1
(

2
,

1
,

,22
,

1
, N

srr

rrsL
NN

NEEФ



  

здесь NФ объединение  всех   ,
)

2
,

1
( NN

Ф   состоящих из всех  пар ),(
21

NN  таких, что   

,,
1211

CNCN  ,
21

NNN 

  

точный порядок  NNN
srr )1(

1
)2/1

1
(

ln)(


  реализуется  

вычислительным   агрегатом  )~,
~

(
)

2

~
,

1

~
(

N

NN
l    

  

с функционалами )2,1( i  

 

0)(
~

...)(
~

,~ˆ)(
~

...,,~ˆ)(
~ )

~
()1

~
()

~
()

~
()1()1( 
























i

i
N

ii
i

N

i

i
N

iii
i

N

iiiii
flflmfflmffl  

и  функцией  ),;,...,,,...,(~ )
2

~
(

2
)1(

2

)
1

~
(

1
)1(

1
txzzzz

NN

N


 
 

,)),~(2exp()()),~(2exp()(
2

~

1

)(

2)(

2
~

)(

2

1

~

1

)(

1)(

1
~

)(

1












N

m

N

m

xmitzxmitz

















 

где  целые положительные  числа 
1

~
N  и ,

2

~
N подчиненные неравенству  ,

1
}

2
,

1

~~
min{ CNN   находятся  

из условия 



ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №1(81), 2023 г. 

32  



































NNNСNСN

N

N

N

N

sr

ssr

r

sr

NN
21

,
12

,
11

:
)

2
(ln)

1
(ln

min
/12/1

2
2

)1)(/1
2

(

2/1
1

1

)1(
1

)
2

,
1

(

 
)4(,

~

)
2

~
(ln

~

)
1

~
(ln

/12/1
2

2

)1)(/1
2

(

2/1
1

1

)1(
1

sr

ssr

r

sr

N

N

N

N










  

 

для каждого }2,1{i
 
целое положительное число 

i
N
~
  определяется  как  количество элементов 

множества }2...:),...,({ 11
in

s
s

s
i

n mmZmmmГ  с положительным целочисленным индексом 

),,
~

( sNnn
iii


 
удовлетворяющим неравенствам  ,||

~
|| 1

iniin ГNГ  s  мерные целочисленные 

векторы  }, 2,1{~,...,~ )
~

(
)1( 



imm i
N

ii
 такие, что  )()( ~~ 

ii
mm   при  

 
 и .~

~

1

)(

i
n

i
N

i
Гm 











 
 

Доказательство 

При  ),1(11  sr ),1)(/1( 22   ssr ,2/111  r sr /12/122  s/12/1   по лемме 2 

существуют величины  0),,(
211010  rrsСС  и  

10211111 2),,( CrrsСС    такие, что для каждого 

,
1121

CNNN   где  ,
1021

},min{ СNN    имеет место соотношение  

 

)5(.
)(ln

:
)

2
(ln)

1
(ln

min
2/1

1

)1(
1

2
,

1
,

21
,

102
,

101/12/1
2

2

)1)(/1
2

(

2/1
1

1

)1(
1

)
2

,
1

(




































r

sr

rrs
sr

ssr

r

sr

NN N

N
NNNCNCN

N

N

N

N


 

 

Если применим лемму 2  при  ),1(11  sr
 

,02 
 

,2/111  r
 

,/12/122 sr    то найдутся  

величины  0),,(
211212  rrsСС   и  

12211313 2),,( CrrsСС   такие, что для  каждого  ,
1321

CNNN   

где  ,
1221

},min{ CNN   будет  выполнено  соотношение 

 

)6(.
)(ln

:
1)(ln

min
2/1

1

)1(
1

2
,

1
,

21
,

122
,

121/12/1
2

2

2/1
1

1

)1(
1

1

)
2

,
1

(
































r

sr

rrs
srr

sr

NN N

N
NNNCNCN

NN

N

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Теорема доказана. 
 

Дискуссия 

В  доказанной выше теореме установлена  оптимальность вычислительного агрегата ).~,
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Поэтому,  проведенное  в данной статье  теоретическое  исследование  может быть, следуя работе [7], 

продолжено в рамках постановки задачи нахождения предельной погрешности оптимального 

вычислительного агрегата.      
 

Заключение 

Сформулированная и доказанная выше теорема является новым результатом в задачах 

дискретизации  классических решений дифференциальных  уравнений в частных производных, а также  

в теории приближений, численном анализе и вычислительной математике.  
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