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МНОГОМЕРНЫЕ НОРМАЛЬНО-РЕГУЛЯРНЫЕ РЕШЕНИЯ ВЫРОЖДЕННЫХ СИСТЕМ,  
ПОЛУЧЕННЫХ ИЗ СИСТЕМ ЛАУРИЧЕЛЛА 

 

Аннотация 

В работе изучены возможности построения нормально-регулярных решений вырожденных систем 

полученных из систем Лауричелла путем предельного перехода. Исследованы ряд важных частных случаев 

систем, с решениями в виде нормально-регулярных решений. Доказаны некоторые свойства таких рядов, 

установлены связь этих рядов с вновь введенными функциями В.И.Художникова. Установлены также 

необходимые условия существования нормально-регулярных решений систем типа Горна состоящих из  двух и 

более уравнений. Построенные новые решения являются обобщениями известных функции Горна и Гумберта 

двух переменных. Необходимые и достаточные условия существования нормально-регулярных решений 

системы устанавливаются с помощью понятия ранга и антиранга. Для построения решения применяются 

модифицированный метод Фробениуса-Латышевой. 

Ключевые слова: связь, свойства, нормально-регулярные решения, гипергеометрическая функция, система 

Горна, система Лауричелла, функция В.И.Художникова. 

 

Аңдатпа 

А.А. Исенова 

Қ. Жұбанов атындағы Ақтөбе өңірлік университеті, Ақтөбе қ., Қазақстан 

ЛАУРИЧЕЛЛА ЖҮЙЕЛЕРІНЕН АЛЫНҒАН АЗҒЫНДАЛҒАН ЖҮЙЕЛЕРДІҢ 

КӨП ӨЛШЕМДІ ҚАЛЫПТЫ-РЕГУЛЯРЛЫ ШЕШІМДЕРІ 

 

Жұмыста шекті ауысу арқылы Лауричелла жүйелерінен алынған азғындалған жүйелердің қалыпты-регулярлы 

шешімдерін құру мүмкіндіктері зерттелді. Шешімдері қалыпты-регулярлы шешімдер түрінде болатын 

жүйелердің бірқатар маңызды ерекше жағдайлары зерттелді. Мұндай қатарлардың кейбір қасиеттері дәлелденді, 

осы қатарлардың В.И.Художников жаңадан енгізілген функцияларымен байланысы орнатылды. Сондай-ақ, екі 

немесе одан да көп теңдеулерден тұратын Горн типті жүйелердің қалыпты-регулярлы шешімдерінің болуы үшін 

қажетті шарттары орнатылған. Тұрғызылған жаңа шешімдер белгілі Горн және екі айнымалылы Гумберт 

функцияларының жалпылауы болып табылады. Жүйенің қалыпты-регулярлы шешімдері бар болуының қажетті 

және жеткілікті шарттары ранг және антиранг ұғымдары арқылы орнатылады. Шешімді құру үшін 

модификацияланған Фробениус-Латышева әдісі қолданылады. 

Түйін сөздер: байланыс, қасиеттер, қалыпты-регулярлы шешімдер, гипергеометриялық функция, Горн 

жүйесі, Лауричелла жүйесі, В.И. Художников функциясы. 

 

Abstract 

MULTIDIMENSIONAL NORMAL-REGULAR SOLUTIONS OF DEGENERATE SYSTEMS, 

DERIVED FROM LAURICHELLA SYSTEMS 

Issenova A.A. 

Aktobe Regional University after named K.Zhubanov, Aktobe, Kazakhstan 

 

In this paper, the possibilities of constructing normal-regular solutions of degenerate systems obtained from 

Laurichella systems by limiting transition are studied. A number of important special cases of systems with solutions in 

the form of normally regular solutions are investigated. Some properties of such series are proved, the connections of 

these series with the newly introduced functions of V.I. Khudozhnikov are established. The necessary conditions for the 
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existence of normally regular solutions of Horn-type systems consisting of two or more equations are also established. 

The constructed new solutions are generalizations of the well-known Horn and Humbert functions of two variables. The 

necessary and sufficient conditions for the existence of normally regular solutions are established using the concepts of 

rank and antirank. A modified Frobenius-Latysheva method is used to construct the solution. 

Keywords: connection, properties, normal-regular solutions, hypergeometric function, Horn system, Laurichella 

system, V.I. Khudozhnikov function. 

 

1. Введение 

Аналитическая теория дифференциальных уравнений давно находит широкое применение при 

решении многих задач электродинамики и теории колебаний. Специальные вопросы аналитической 

теории дифференциальных уравнений, а именно существование нормально-регулярных решений и их 

применение к решению задач теории волноводов и теории колебаний были рассмотрены в 

монографии [1]. Следует отметить, что при построении решения линейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений сравнение понятия ранга и антиранга, профессор Киевского 

университета К.Я. Латышевой позволило выделить новый тип решений линейных дифференциальных 

уравнений с полиномиальными коэффициентами. Все известные специальные функции являются 

частными случаями нормально-регулярных решений.  

Действительно, решениями вырожденного гипергеометрического уравнения или уравнения 

Куммера [2]: 
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являются вырожденные гипергеометрические функции  
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Решения (1.1) и (1.2) представляют нормально-регулярные решения. Это понятие распространен на 

случай функций многих переменных [3-5]. 

Определение 1.1. Решение вида  

1 1
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        где 

,...);2,1,0,...,(),,1( 1,...,1
 nmmt mmAnt

n
  



n
n

1,000,...,0,1 ,...,,..., неизвестные постоянные, а ряд в 

правой части сходится вблизи особенности 

(
1 0,..., 0nz z  ) называется нормально-регулярным решением n  переменных.  
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Степень многочлена 
1,0,...,0 1 0,..., 1( ... )
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Q z z    определяется  понятием ранга 
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где 
j ,0
- наибольшие степени коэффициентов заданной системы. Когда ранг 1p  , степень 

 1,..., nQ z z первой степени и определяется в виде многочлена  1 1,0,...,0 1 0,..., 1( ,..., ...
n

n n

n

Q z z z z   
.  

Целью данной работы является изучение возможности построения нормально-регулярных решений 

вырожденных систем, полученных из систем Лауричелла 
DF . Исследование ряда важных частных 

случаев систем, с решениями в виде нормально-регулярных решений, установление необходимых 

условий их существования, доказательство ряда свойств, связанных с функциями Горна двух и более 

переменных. Доказательство отдельных свойств нормально-регулярных решений, установление связей 

этих рядов с вновь введенными функциями В.И.Художникова  1

, ( )k

D kz
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2. Исследование вырожденных систем, полученных из системы Лауричелла (
DF ) 

Постановка задачи 

Исследовать существования нормально-регулярных решений вырожденных систем полученных из 

системы дифференциальных уравнений  
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решением, которой является функция Лауричелла 
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В работе приняты следующие обозначения и сокращения [5], [8]:    nn aaa ,...,1 , 
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В.И. Художников совершая предельные переходы по параметру i  в последних kn  уравнениях  

системы (2.1), решениями которые представляются в виде (2.2), представил её в виде следующей 

вырожденной гипергеометрической системы дифференциальных уравнений  
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Решением этой системы является введенная им функция [5, с.842]: 
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Предметом нашего дальнейшего исследования будет построения нормально-регулярных решений 

системы (2.3) и её частных случаев, установление связи между функцией Художникова (2.4) и вновь 

построенных нормально-регулярных решений, а также изучение их различных свойств. Как указано в 

работе [6], функция (2.4) при 2n  совпадает с хорошо изученной функцией Гумберта, со списка 

Горна [7,8]. 

Переходим к построению нормально-регулярного решения системы Горна (
1 ) и изучим его 

свойства. 

 

2.1 Нормально-регулярные решения вырожденной системы Горна (
1 ) и некоторые его 

свойства 

 

Система дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка  
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является частным случаем системы (2.3) полученная из нее при 2n .  

 

Определение 2.1. Вырожденная гипергеометрическая функция  211 ,;;, zz  двух 

переменных  
1z  

и 
2z  определяется с помощью ряда  
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Ряд сходится абсолютно и равномерно в области  21 , zz .  

Справедливо утверждение [7]. 

Теорема 2.1. Система (2.5) имеет три линейно-независимых частных решений, одним из которых 

является вырожденная гипергеометрическая функция (2.6).  
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Обратим внимание на некоторые свойства системы (2.5) которые необходимые для построения 

решений.  

 Система совместна по методу построения. Условие интегрируемости  
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Согласно общей теории  [8] такие системы имеет не более трёх линейно-независимых частных 

решений. 

 Особые кривые системы:            0,0 , 1,0 , 0, , ,0 , 1, ,и     . Вблизи регулярной 

особенности (0,0) существуют при линейно-независимые регулярные решения вида (2.7).  

 Все вырожденные уравнения имеют особую точку (иррегулярную) 1z  
[3] а системы 

дифференциальных второго порядка иррегулярную особенность  ,   [4]. Поэтому, справедливо 

утверждение. 

Теорема 2.2. Система дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка (2.5), 

при выполнений двух необходимых условий  



ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №1(81), 2023 г. 

11  

   1 2

1,0 10 01 10, 0f     , 
   2 2

0,1 10 01 01 01, 0f                              (2.8) 
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имеет нормально-регулярное решение вида 
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Доказательство 

Для его построения применяем методику, приведенную в [9], основанную на применении 

преобразования  

 

   21201110 ,exp zzUzzw   ,                                                  (2.11) 

 

где 0110 ,  - неизвестные коэффициенты, поскольку ранг 1p . 

Система определяющих уравнений системы (2.10) относительно особенности (0;0) (2.9) имеем при 

пары корней: 

 

     1 1 1 2 2 10, 0 , 0, 1 , 1 , 0 .                

 

Однако, она имеет только одно частное решение вида (2.11) соответствующее показателью  
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Тогда, учитывая значения 10 0   и 01 1  , а также решение (2.12), убеждаемая, что нормально-

регулярное решение системы (2.5) представляется в виде  
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На основе полученных результатов сформулируем некоторые свойства функций Гумберта 

 211 ,;;, zz .  

Теорема 2.3. Справедливо соотношение  
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Доказательство 
Используя разложения рядов, раскроем правую часть равенства (2.14) что и доказывает 

справедливость соотношение (2.14). 

Вернемся к решению (2.12) присоединённой системы (2.10). Здесь можно заменить связь функций 

 211 ,;;, zz  ещё одной вырожденной гипергеометрической функцией  211 ,;;, zz . 

Действительно, решение (2.14) можно выразить через эту функцию 
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Отсюда заключаем, что имеет место равенство  
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доказанное в теореме 2.2.  

Таким образом нами рассмотрены возможности построения нормально-регулярных регений 

вырожденный гипергеометрической системы (2.5). Выполнение условий (2.8) является первым 

необходимым условием существования нормально- регулярного решения. [9], кроме этого, должна 

выполняться ещё второе необходимое условие. Оно связано с существованием решения (2.13) системы 

(2.10). Сформулируем эти необходимые условия в виде следующих лемм. 

Теорема 2.4. Вырожденная система дифференциальных уравнений в частных производных второго 

порядка (2.22) состоящая из трех уравнений, полученные путем предельного перехода из системы 

Лауричелла  D , вблизи регулярной особенности  0,0,0  имеет 
32  линейно-независимых частных 

решений, одним из которых является вырожденная функция от трёх переменных  
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Доказательство  

Решение вырожденной системы (2.22) вблизи регулярной особенности  0,0,0  будем искать в виде 

обобщенного степенного ряда трёх переменных : 
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где    
1 2 3, , 1 2 31,2,3 , , , 0,1,2,...j m m mj C m m m    - неизвестные коэффициенты. 

Для построения решения вида (2.24) применяем метод Фробениуса-Латышевой [4]. с этой целью, 

подставляя вместо 321

321


zzzw  , составим систему характеристических функций Фробениуса 

  3,1,321

321 jzzzL j


  как в предыдущем пункте, откуда определим систему определяющих 

уравнений относительно особенности  0,0,0 : 
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jf  .                          (2.20) 

 

Она имеет восемь троек корней: 

 

І.       1 1 1

1 2 30, 0, 0 ;      ІІ.       2 1 1

1 2 31 , 0, 0 ;        

III.       1 2 1

1 2 30, 1 , 0 ;        IV.       1 1 2

1 2 30, 0, 1 ;      
                                       (2.21)

 

V.       2 2 1

1 2 31 , 1 , 0 ;         VI.       1 2 2

1 2 30, 1 , 1 ;          
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VII.       2 1 2

1 2 31 , 0, 1 ;         VIII.       2 2 2

1 2 31 , 1 , 1           .  

 

Эти тройки корней являются показателями восьми  32  регулярных решений системы вида (2.18).  

Покажем, что в случае трех переменных многочлен  321 ,, zzzQ   представляется в виде 

  31,0,020,1,010,0,1321 ,, zzzzzzQ    и для построения нормально-регулярного решения 

используется преобразование 

 

     32131,0,020,1,010,0,1321 ,,exp,, zzzUzzzzzzw   ,                    (2.22) 

 

где 
1,0,0 0,1,0 0,0,1, ,   - неизвестные постоянные. 

Действительно, преобразование (2.22) систему приводит к вспомогательной системе. Согласно 

первому необходимому условию существования решения вида (2.22) приравнивая коэффициенты при 

наибольших степенях независимых переменных 3,1, jz j  при неизбежной  321 ,, zzzU , получим 

систему характеристических уравнений, откуда определим восемь троек корней: 

 

I.  0,0,0 ; II.  0,1,0 ; III.  0,0,1 ; IV.  1,0,0 ;    

V.  1,1,0 ;  VI.  0,1,1 ; VII.  1,0,1 ; VIII.  1,1,1 . 

 

Из них только І-ІІІ определяют совместную систему уравнений. 

При  І.  1,0,0 0,1,0 0,0,10, 0, 0     получаем исходную систему с решением вида 

 32111 ,,;;, zzz . 

Второй случай: ІІ.  1,0,0 0,1,0 0,0,10, 1, 0      определяет многочлен   2321 ,, zzzzQ  . При этих 

значениях из вспомогательной системы получим присоединенную систему 
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Для этой системы выполняется второе необходимое условия существования нормально-

регулярного решения и решение соответствующее тройке корней  1 2 30, 0, 0    

представляется в виде  
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,                (2.24) 
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Поэтому, учитывая преобразование (2.22) вид многочлена 

  UzzzzzzzQ 231,0,020,1,010,0,1321 ,,    решение (2.23) убеждаемся, что искомое нормально-

регулярное решение вырожденной системы (2.22) представляется в виде  
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 .           (2.25) 

 

В третьем случае, когда ІІІ.  1,0,0 0,1,0 0,0,10, 0, 1      многочлен 

  331,0,020,1,010,0,1321 ,, zzzzzzzQ   , то есть можно определить совместную систему вида 

(2.29), выполняется также второе необходимое условие. Поэтому, на основе аналогичных рассуждении 

можем построить решение соответствующее тройке корней  1 2 30, 0, 0     . 
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 .   (2.27) 

 

В (2.26), (2.27) получаем справедливость свойства связывающих функций от трёх переменных 

   3211132111 ,,;;,,,,,;;, zzzzzz   : 

 

   3211132111 ,,;;,,,,;;, 2 zzzezzz
z

  , 

   3211132111 ,,;;,,,,;;, 3 zzzezzz
z

  . 

 

3. Свойства нормально-регулярных решений наиболее общей вырожденной системы. 

Вырожденная гипергеометрическая система дифференциальных уравнений в частных производных  
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           (3.1) 

 

были получены В.И. Художниковым из системы Лауричелла (2.1) с помощью предельного перехода 

по параметру i  в последних n k  уравнениях. Изучая систему (2.3) он ввёл вырожденную функцию 

D  - (2.4) как частный случай решения системы Лауричелла 
DF . 

Вырожденная система (3.1) вблизи  0,0,...,0 имеет регулярную особенность. Введенное 

В.И.Художниковым её решение (2.4)  можно представит в виде  
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                        (3.2) 

Обобщение результатов позволяет нам сформулировать общую теорему относительно 

существования нормально-регулярных решений системы (3.1). 

Теорема 3.1. Вырожденная система дифференциальных уравнений в частных производных второго 

порядка (3.1) имеет 1n  нормально-регулярных решений вида  
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(3.4) 

Между функциями 
D  и D , где вырожденная гипергеометрическая функция D определяются 

рядами в правых частях нормально-регулярных решений (3.4): 
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Выводы 

Таким образом, нормально-регулярные решения наиболее общей вырожденной системы (3.1) 

представляются в виде (3.3).  

Согласно методу Фробениуса-Латышевой для построения решения вида (3.3) применяется 

преобразования  

 

     nnn zzzUzzzzzzw ,...,,...exp,...,, 211,...,0,020,...,1,010,...,0,121   ,     (3.7) 

 

где 1,0,0,...,0 0,0,...,1,...,    - неопределенные постоянные. Они определяются из вспомогательного 

уравнения полученного с помощью преобразавания (3.7). это приведет нас к определению первого 

необходимого условия существования нормально-регулярных решений вида (3.3). 

Лемма 3.1. Для того чтобы вспомогательная система полученное из выражденной системы (3.1) с 

помощью преобразования (3.7), имела хотя бы одно нормально-регулярное решение вида (3.3) 

необходимо выполнение  

 
2 2

1,0,...,0 0,1,0,...,0 0,1,0,...,0

2 2

0,0,1,0,...,0 0,0,1,0,...,0 0,0,...,0,1 0,0,...,0,1

0, 0,

0, 0

  

   

  

   
. 

 

равенств. Из этой системы характеристических уравнений находим 1n  многочленов первой степени 

вида  

 

 0,1,0,...,0 0,0,1,0,...,0 0,0,...,0,1 0,1,0,...,0 2 0,0,1,0,...,0 3 0,0,...,0,1, ,..., ...i i i i i i

nQ Z Z Z            ,   1, 1i n  . 
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Таким образом, в (3.7) будут определены неопределенные коффициенты определяющего 

множителя  nzz  1,...,0,010,...,0,1 ...exp  . Для установления вида решения 
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,              (3.8) 

 

с неизвестными постоянными l ,  
1 ,..., 11,..., ; ,..., 0,1,2,...

nm m nC l n m m  , присоединенной системы, 

требуется выполнение второго необходимого условия существования нормально-регулярного 

решения. Присоединенные системы определяются из вспомогательной системы путем подстановки 

значения неопределенных коэффициентов определяющего множителя. 

Лемма 3.2. Для существования у присоединенной системы решения вида (3.8) необходимо, чтобы 

система определяющих уравнений относительно особенности  


n

0,....0,0  вида 

   01,,
1

,1

321000 












 





n

jij

jjj

jf   

имела хотя бы одну  1n корней. 

Выполнение двух необходимых условий вместе обеспечат существования  1n  нормально-

регулярных решений. 

Приведенные в (3.4) и (3.6) справедливость  соотношения между функциями D и D , где 

вырожденная гипергеометрическая функция D определяются рядами (3.5) в правых частях 

нормально-регулярных решений (3.3). Свойства многомерных гипергеометрических функции находят 

широкое применение при исследовании многомерных вырожденных уравнений.  

Такими исследованиями успешно занимаются представители математической школы Узбекистана, 

такие как Юлдашев Т.К., Хасанов А., Ергашев  Т.Г. и др.[10]-[14]. 
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