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ИНВОЛЮЦИЯЛЫ ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН КЕЙБІР КЕРІ ЕСЕПТЕР ТУРАЛЫ 
 

Аңдатпа 

Бұл мақалада инволюция қасиетіне ие болған түрлендіру көмегімен Лаплас операторының бейлокал аналогы 

ұғымын енгізіледі. Осы операторға сәйкес келетін бейлокал параболалық теңдеу үшін цилиндрлік аймақта кейбір 

кері есептердің шешімділігі зерттеледі. Теңдеудің оң жағын табуға арналған кері есептердің екі түрі 

қарастырылады. Бірінші есепте теңдеуді шешімімен қатар, кеңістіктік айнымалыларына тәуелді көбейткіш 

ізделеді. Ал екінші есеп уақыт айнымалына тәуелді функцияны табуға арналады. Бұл есептерді зерттеу 

барысында бейлокал Лаплас операторына Дирихле түрінде шекаралық шартпен берілген спектрлік есебінің 

меншікті функцияларының маңызды қасиеттері қолданылады. Меншікті функциялардың бұл қасиеттері 

қарастырылатын есептердің шешімін табу үшін айнымалыларын ажыратудың Фурье әдісін қолдануға мүмкіндік 

береді. Бірінші есептің шешімі меншікті функциялар арқылы жіктелген қатар түрінде анықталадаы. Екінші 

есептің шешімін табу кезінде екінші тектес Вольтерра түріндегі интегралдық теңдеулер теориясы қолданылады. 

Қарастырылатын есептердің шешімдерінің бар болуы және жалғыздығы туралы теоремалар дәлелденеді. 

Түйін сөздер: кері есеп, инволюция, параболалық теңдеу, меншікті функциялар, меншікті мәндер, шешімнің 

бар болуы, шешімнің жалғыздығы. 
 

Аннотация 

 М.Д. Кошанова1, М.А. Муратбекова1, Б.Х. Турметов1  

 1 К.А. Международный казахско-турецкий университет Ясави, г. Туркестан, Казахстан 

О НЕКОТОРЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С 

ИНВОЛЮЦИЕЙ 
 

В статье с помощью отображения, обладающей свойством инволюции вводится понятие нелокального 

аналога оператора Лапласа. Для соответствующего нелокального параболического уравнение в цилиндрической 

области исследуются вопросы разрешимости некоторых обратных задач. Рассматриваются два вида обратных 

задач по отысканию правой части уравнения. В первой задаче кроме решения уравнения ищется множитель, 

зависящий от пространственной переменной. А вторая задача посвящена отысканию функции, зависящий от 

временной переменной. При исследовании этих задач используется существенные свойства собственных 

функций спектральной задачи для нелокального оператора Лапласа с краевым условием типа Дирихле. Эти 

свойства собственных функций позволяют применить к нахождению решения рассматриваемых задач метод 

разделения переменных Фурье. Решение первой задачи находится в виде ряда разложенной по собственным 

функциям. При решении второй задачи используются теория интегральных уравнений Вольтерра второго рода. 

Доказываются теоремы существования и единственности решения рассматриваемых задач. 

Ключевые слова: обратная задача, инволюция, параболическое уравнение, собственные функции, 

собственные значения, существование решение, единственность решение. 
 

Abstract  

ON SOME INVERSE PROBLEMS FOR PARABOLIC EQUATION WITH INVOLUTION 

Koshanova M. 1, Muratbekova М. 1, Turmetov B. 1 
1 Khoja Akhmet Yassawi International Kazakh-Turkish University, Turkestan, Kazakhstan 

 

In this article, with the help of a mapping with the involution property, the concept of a nonlocal analogue of the 

Laplace operator is introduced. For the corresponding nonlocal parabolic equation in a cylindrical domain, the solvability 

of some inverse problems is studied. Two types of inverse problems of finding the right side of the equation are 

considered. In the first problem, in addition to solving the equation, a factor is sought that depends on the spatial variable. 

And the second task is devoted to finding a function that depends on a temporary variable. In the study of these problems, 

the essential properties of the eigenfunctions of the spectral problem for a nonlocal Laplace operator with a Dirichlet-type 

boundary condition are used. These properties of eigenfunctions make it possible to apply the Fourier variable separation 

method to finding solutions to the problems under consideration. The solution of the first problem is in the form of a 

series expanded in terms of eigenfunctions.  
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When solving the second problem, the theory of Volterra integral equations of the second kind is used. Theorems on the 

existence and uniqueness of solutions of the problems under consideration are proved.  

Keywords: inverse problem, involution, parabolic equation, eigenfunctions, eigenvalues, existence of a solution, 

uniqueness of a solution. 

 

1. Кіріспе 

Айталық 
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шарттарды қанағаттандыратын ( , )u t x  және ( )f x  функцияларын табуымыз қажет. Мұндағы 0
t  - 

(0, ]T  аралығында жататын тиянақты нүкте, ал ( ), ( )g t x  және ( )x  берілген функциялар. 

2-Есеп. ( , ) ( ) ( )F x t f x g t  түрінде берілсін. Келесі  ( , ), ( , ), ( , )
t x

u t x u t x L u t x C Q ,  ( ) 0,g t С T  

кластарға тиісті, (1) теңдеуді, (2), (3) шарттарын және келесі  
 

0 0
( , ) ( ), ,0u x t h t x t T    ,                                          (5) 

 

қосымша шартты қанағаттандыратын ( , )u t x  және ( )g t  функцияларын табуымыз қажет. Мұндағы 

0
x  -   облысында жататын белгілі бір нүкте, ал ( )f x  берілген функция. 

Теңдеуді шешімімен қатар оның оң жағын, теңдеудің коэффициентін немесе бастапқы және 

шекаралық функцияларын табу қажет есептерді зерттеу математикалық физиканың кері есептері деп 

аталатыны, белгілі. Қазіргі ғылымдағы кері есептердің көптеген қолданулары [1,2] еңбектерде жан-

жақты зерттелген. Инволюциялы түрлендірулер қатысқан дифференциалдық теңдеулер үшін тура 

және кері есептер [3-9] жұмыстарда қарастырылған. Бұл жұмыстарда теңдеудің оң жағы мен шешімін 

табу мәселелері кеңістік айнымалысы бір өлшемді болған жағдайында зерттелген. Кеңістік 

айнымалылар көп өлшемді жағдайындағы кері есептер келесі жұмыстарда зерттелген [10-13]. Бұл 

мақалаларда қарастырылатын есептер классикалық теңдеулер үшін, яғни, инволюциялық 

түрлендірулері жоқ теңдеулер үшін зерттелгенін ескеруіміз керек. 

Біз қарастырып жатқан 1 және 2 есептер тікбұрышты облыста классикалық параболалық теңдеу 

үшін 2n   жағдайында К.Б.Сабитов және А.Р.Зайнулловтардың [14] жұмысында зерттелген. 

 

2. Бірінші кері есепті ( ) 1g t   жағдайында зерттеу 

Бірінші кері есепті алдымен ( ) 1g t 
 
жағдайында зерттелік. Айталық, ( )

k
w x  функциялары және k

  

сандары сәйкесінше  

( ) ( ), , ( ) 0,w x w x x w x x    
 

 

Дирихле есебінің меншікті функциялары мен меншікті мәндері болсын. [16] еңбегінде келесі 

тұжырым дәлелденген. 
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1-Лемма. ( )
k
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Егер (3) және (4) шарттарды қолдансақ, онда ( )
k
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формулалар бойынша табамыз.  
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Егер 1-есептің шарттарында ( ) 0x   және ( ) 0x   теңдіктер орындалатын болса, онда 

( ) 0, 0, 1
k k

u t f k     болатынын, ескеруіміз керек. Бұл шарттардан  
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теңдіктер келіп шығады. ( )
k

w x  меншікті функциялар толық ортонормальданған жүйе 

болғандықтан, дерлік барлық [0, ]t T  үшін ( ) 0,f x x   және ( , ) 0,u t x x   теңдіктерді аламыз,. 

Ұйғарым бойынша ( , )u t x  функциясы Q  тұйық облысында үзіліссіз функция. Сонда 

( , ) 0,( , )u t x t x Q  . Бұдан, егер 1-есептің шешімі бар болса, онда ол жалғыз болады. 

Ендігі зерттеулерде біз [16] жұмыста дәлелденген кейбір тұжырымдарды қолданамыз. 
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қатарлар түрінде анықталады. 

Дәлелдеуі. Құрылымы бойынша (11) және (12) қатарлардың қосындылары формальды түрде 1-

есептің барлық шарттарын қанағаттандырады. Енді осы функциялардың тегістігін зерттеу мәселесі 

қалады. Ары қарай С символымен шамасы бізді қызықтырмайтын, оң таңбалы тұрақтыны белгілейміз. 
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Қатарлар үшін орынды болған Бессель теңсіздігін қолдансақ, келесі бағалауларды аламыз  
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Теорема шарты бойынша ( )x  және ( )x  функциялары 3- лемманың шарттарын  / 2 2m n   

көрсеткішке сәйкес қанағаттандырады. Олай болса 1 2

1

| |m

k k

k

 






  және 1 2

1

| |m

k k

k

 






   сандық 

қатарлары жинақты болады. Сонымен қатар, 2 лемманың ұйғарымы бойынша 
1

2 2

1

| ( ) |

n

k k

k

w x

      
  



   

қатары   тұйық облысында бірқалыпты жинақты болады. Бұдан (13) және (14) қатарларының   

облысында бірқалыпты жинақталатыны, келіп шығады. Ендеше, (11) теңдігінің оң жағындағы қатар 

Q  тұйық облысында бірқалыпты жинақталады және оның ( )f x  қосындысы  C Q  класында жатады.  

Содан,  2 1 0 1 2 1k k
a a 

 
  ,  2 0 1 2k k

a a    және  функции 
0

0 0

1
,

1 1

k k k

k k

t t t

t t

e e e

e e

  

 

  

 

 

 
 функциялары 

0 t T   кесіндісінде шектелген, олай болса мына бағалау орынды   
 

1 1

( , ) | || ( ) | | || ( ) |
k k k k

k k

u t x C w x w x 
 

 

 
  

 
  . 

 

Соңғы теңсіздіктің оң жағындағы қатардың   тұйық облыста бірқалыпты жинақталатынын бұған 

дейін де ескерткенбіз. Бұдан біз ( , )u t x  функциясын бейнелейтін (12) функционалдық қатар Q  
тұйық 

облыста бірқалыпты жинақталатынын, сондықтан да  ( , )u t x C Q  болатынын аламыз.  
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Ары қарай, ( , )
t

u t x  және ( , )u t x  функциялардың тегіс болатынын көрсетейік. (12)-қатарды t  

айнымалысы бойынша мүшелеп дифференциалдасақ, мынаны аламыз   
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Бұдан   
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k

u t x С w x w x   




  . 

 

Осы сияқты ( , )u t x  үшін келесі бағалаудың орындалатынын көрсетеміз  

 

 
1

( , ) | || ( ) | | || ( ) |
k k k k k k

k

u t x C w x w x   




    

Ендеше, жоғарыдағы сияқты тұжырымдай келе, біз мынаны аламыз  ( , )
t

u t x C Q ,  ( , )
x

L u t x C Q . 

Теорема дәлелденді.  
 

3. 1-есепті ( ) 1g t   жағдайында зерттеу. 

Енді ( ) 1g t   болсын және ( , )u t x  функциясын 1-есептің шешімі делік. 2-бөлімнің жағдайындағы 

сияқты келесі функцияны қарастырамыз  
 

( ) ( , ) ( )
k k

u t u t x w x dx


  . 

Бұл жағдайда ( )
k

u t  функциясына қатысты мына теңдеуді аламыз   

 

( ) ( ) ( )
k k k k

u t u t g t f    .                                                            (15) 

Келесі белгілеу енгіземіз 

( )

0

( ) ( ) k

t

t

k
g t g e d

   
  . 

Сонда (15) теңдеудің жалпы шешімі ( ) ( )k t

k k k k
u t C e f g t


   функциясы болады. 1-есептің 

шарттарын қолданып мынаны аламыз  
 

0

0 0
(0) , ( ) ( )k t

k k k k k k k k
u C u t e f g t

   
     . 

 

Егер барлық 1k   үшін 0
( ) 0

k
g t   шарттары орындалса, онда   

 

0

0

1

( )
k t
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k
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( ) ( )
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( ) ( )
k kt tk k
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.                                         (17) 

 

Енді, егер 1-есепте (2) және (4) шарттары біртекті болса, яғни ( ) 0x  , ( ) 0x  , онда 1-есептің 

шешімі жалғыз болатынын байқаймыз. Ал, егерде кейбір 0
(0, ]t T  және 0

k  үшін 
0 0
( ) 0

k
g t   шарттары 

орындалса, онда 1-есептің шешімі жалғыз болмауы мүмкін. Мысалы, егер 
0k

f  - кез келген тұрақты, ал 



ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №2(82), 2023 г. 

36 

0 1 0

0

( ) ( )
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( ) ( ) k

t
a a t

k
g t g e d

 
 

  
 

 

 және 
0
( )

k
w x  функциясы 

0 0
( ) ( )

k k
w Sx w x  қасиетіне ие болса, онда бұл 

жағдайдағы 
0 0 0

( , ) ( ) ( )
k k k

u t x f g t w x , 
0 0

( ) ( )
k k

f x f w x  функциялары (1) теңдеуді, (2) және (4) біртекті 

шарттарын қанағаттандыратын болады.  

Осылайша, келесі тұжырым орынды. 

2-Теорема. Егер 1 есептің шешімі бар болса, ол 0
( ) 0, 1

k
g t k   шарттары орындалғанда ғана 

жалғыз болады. 

4-Лемма. Егер  ( ) 0,g t C T  және 0
| ( ) | 0g t g const    болса, онда барлық 1k   үшін 0

0
( )

k

k

C
g t


  

теңсіздігі орындалатындай 0
C

 
 тұрақты бар болады.  

5-Лемма. (16) және (17)  теңдіктеріндегі k
f  және ( )

k
u t  коэффициенттері үшін келесі бағалаулар 

орынды болады  

 

 | | | |
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 ( ) | | | |
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Бұл тұжырымдар [14] жұмыстағы 7 және 8 леммалар сияқты дәлелденеді. ( ) 1g t   болған 

жағдайындағы 1-есепке қатысты негізгі нәтижені келтірейік. 

3-Теорема. Айталық 0 1
0a a  ,  ( ) 0,g t C T  және 0

| ( ) | 0g t g const   , ( )x  және ( )x  

функциялары 3 лемманың шарттарын  / 2 2m n   көрсеткішке сәйкес қанағаттандырсын. Сонда 1-

есептің шешімі бар, жалғыз болады және келесі қатарлар түрінде анықталады 
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Дәлелдеуі. Құрылымы бойынша (21) және (22) теңдіктеріндегі ( )f x  және ( , )u t x  функциялар 1-

есептің барлық шарттарын формальды түрде қанағаттандырады. (18)-бағалаулардан (21)-қатардың   

тұйық облысында бірқалыпты жинақталатыны келіп шығады, олай болса  ( )f x C  . Осы сияқты, 

(19)-бағалаулардан (22)-қатардың Q  тұйық облысында бірқалыпты жинақты болатыны келіп шығады, 

сондықтан да бұл қатардың қосындысы, яғни ( , )u t x  функциясы Q -да үзіліссіз болады. Егер (22) 

қатарын t  айнымалысы бойынша мүшелеп дифференциалдасақ, онда ( , )
t

u t x  үшін (20) бағалауларын 

аламыз, яғни 
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u t x C w x w x   
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Соңғы теңсіздіктің оң жақ бөлігіндегі қатар   тұйық облысында бірқалыпты жинақталатын 

болғандықтан, ( , )
t

u t x  функциясын бейнелейтін қатар да Q  тұйық облысында бірқалыпты 

жинақталады, сондықтан да  ( , )
t

u t x C Q . Осы сияқты  ( , )Lu t x C Q  қатынасты көрсетуге болады. 

Теорема дәлелденді.  
 

4. 2-есепті зерттеу. 

Енді ( , ) ( ) ( )F t x f x g t  және ( )f x  берілген функция делік. ( )g t  функциясын белгілі деп ұйғарып, 

( , )u t x  функциясын мына түрде іздейміз  
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                                                      (24) 

теңдікпен анықталады. Осы табылған коэффициенттерді (23) теңдіктің оң жағына апарып қоямыз, 

сонда  
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Соңғы теңдікте 0
x x  десек, онда (5)-шарттан мынаны аламыз  
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Осы берілгендерге сәйкес  
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0

1
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k

K t f e w x
 


 



 ,                                        (26) 

 

0
( ) ( ) ( )h t h t t   белгілеулер еңгіземіз. Сонда ( )g t  белгісіз функцияға қатысты келесі бірінші текті 

Вольтердің интегралдық теңдеуін аламыз  
 

0

( , ) ( ) ( )
t

K t g d h t    .                                            (27) 

 

6-Лемма. Айталық, ( )x  функциясы 3 лемманың шарттарын  / 2 2m n   көрсеткішке сәйкес 

қанағаттандырсын. Сонда (25)-қатар және оның t  бойынша туындысы 0 t T   кесіндісінде 

бірқалыпты жинақталады. 



ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №2(82), 2023 г. 

38 

Дәлелдеуі. (25) қатарын жинақтылыққа зерттейміз. Егер ( )x  функциясы  / 2 2m n   

жағдайындағы 3-лемманың шарттарын қанағаттандыратын болса, онда келесі 
1 22
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n

k k

k

 
   
 



  және 

3 22
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  сандық қатарлар жинақты болады. Онда, 0 t T   нүктелер үшін мынаны аламыз 
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Осы сияқты 0
( )t  туындылары үшін келесіні аламыз  
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Лемма дәлелденді. 

Тура осы сияқты келесі тұжырым да дәлелденеді.  

7-Лемма. Айталық, ( )f x  функциясы 3 лемманың шарттарын  / 2 2m n   көрсеткішке сәйкес 

қанағаттандырсын. Сонда (26) қатары және оның t  айнымалысы бойынша туындылары 0 t T    

кесіндісінде бірқалыпты жинақталады.  

Енді 2 есепке қатысты негізгі тұжырымды келтірейік.  

4-Теорема. Айталық, 0 1
0a a  , функции ( )x  және ( )f x  функциялары 3 лемманың шарттарын 

 / 2 2m n   көрсеткішке сәйкес қанағаттандырсын және келесі 0
( ) 0f x  ,  1( ) 0, ,h t C T

0
(0) ( )h x  

шарттар орындалсын. Сонда (27) интегралдық теңдеуінің  0,C T  класында жататын ( )g t
 
жалғыз 

шешімі бар болады.  

Дәлелдеуі. Егер ( )x  және ( )f x  функциялары үшін  / 2 2m n   

 

жағдайындағы 3-лемманың 

шарттары орындалатын болса, онда 6-лемманың тұжырымдарына сәйкес, 0
( ), ( , )t K t   және  

0
( ), ( , )

t
t K t   функциялары сәйкесінше 0 t T   және 0 t T    кесінділерінде үзіліссіз болады. (27) 

теңдігін t  айнымалысы бойынша дифференциалдасақ, біз мынаны аламыз  
 

0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
t

t
K t t g t K t g d h t     .                               (28) 

(26) теңдігінде t   деп есептесек, ( , )K t t  мәнін табамыз, яғни  
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 . 

Бұдан мынаны аламыз 0
( , ) ( ) 0K t t f x  . Егер 

1 1
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   деп белгілесек, онда 

(28) теңдеуін келесідей  

1 1

0

( ) ( , ) ( ) ( )
t

g t K t g d h t    ,                                                     (29) 

 

қайта жазуға болады. Онда 1
( , )K t   өзегі және оң жақ бөлігі 1

( )h t  үзіліссіз болған екінші текті 

Вольтердің интегралдық теңдеуін аламыз. Осы берілгендерге сәйкес, Вольтердің екінші текті 

интегралдық теңдеуінің жалпы теориясы бойынша (29) теңдеуінің шешімі бар, жалғыз болады және ол 

шешім  0,C T класында жатады. Теорема дәлелденді.  
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1-Салдар. Егер 4-теореманың шарттары орындалатын болса, онда 2-есептің шешімі бар, жалғыз 

болады және де шешім (23) түрінде бейнеленеді. Мұндағы ( )
k

u t  коэффициенттері (24) теңдігінен 

анықталады, ал ( )g t  - (29) интегралдық теңдеуінің шешімі болады. 
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