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О ПРЕДЕЛЬНОЙ ПОГРЕШНОСТИ ОПТИМАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

ДИСКРЕТИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
 

Аннотация 

Целью данного исследования является построение оптимального оператора дискретизации решения  

уравнения  Пуассона и нахождение его предельной погрешности. Методология исследования  основана 

на  рассмотрении задачи дискретизации решения уравнения Пуассона как одной из конкретизации 

общей задачи оптимального восстановления оператора  и в использовании известных утверждений 

теории приближений. В этом  исследовании  в рамках этой общей задачи оптимального восстановления  

во – первых, в  гильбертовой метрике установлен точный порядок  наименьшей  погрешности 

дискретизации решения уравнения Пуассона  с правой частью f  из  многомерного периодического 

класса Соболева; во – вторых, по конечному набору коэффициентов Фурье функции f  построен 

оператор дискретизации ),~,
~

(
)(

N
N

l  реализующий  установленный точный порядок; в – третьих,  

найдена предельная погрешность   оптимального оператор дискретизации ).~,
~

(
)(

N
N

l  Уравнение 

Пуассона описывает многие физические явления такие, как электростатическое поле, стационарное 

поле температуры, поле давления и поле потенциала скорости в гидродинамике. Поэтому актуальность 

проведенного здесь исследования  не вызывает сомнений.  

Ключевые слова: уравнение Пуассона, дискретизация решений, оптимальный оператор 

дискретизации, погрешность  дискретизации, предельная  погрешность, класс  Соболева. 
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ПУАССОН ТЕҢДЕУІ ШЕШІМІНІҢ ОПТИМАЛДЫ ДИСКРЕТТЕУ  
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Аңдатпа 

Бұл зерттеудің мақсаты – Пуассон теңдеуінің шешімі үшін оптималды дискреттеу операторын құру 

және оның шектік қателігін табу.  Зерттеу әдістемесі Пуассон теңдеуінің шешімін дискреттеу есебін 

операторды оптималды қалыптастырудың жалпы есебінің бір дербес жағдайы ретінде қарастыруға 

және  жуықтаулар теориясының белгілі тұжырымдарын пайдалануға негізделген.  Бұл зерттеуде 

оптималды қалыптастырудың жалпы есебінің  аясында біріншіден, гильберттік метрикада оң жағы 

көпөлшемді периодты Соболев класына тиесілі f функциясы болатын Пуассон теңдеуінің шешімін 

дискреттеудегі ең аз қателіктің  дәл реті  тағайындалған; екіншіден, f  функциясыныңФурье 

коэффициенттерінің  ақырлы жиынтығы бойынша тағайындалған дәл ретті  жүзеге асыратын 

)~,
~

(
)(

N
N

l   дискреттеу операторы құрылған; үшіншіден, оптималды )~,
~

(
)(

N
N

l   дискреттеу 

операторының шектік қателігі табылған. Пуассон теңдеуі  электростатикалық өріс,  температураның 

стационарлық  өрісі, қысым өрісі, сондай – ақ, гидродинамикадағы жылдамдық потенциалының өрісі 

сияқты  біраз   физикалық құбылыстарды сипаттайды. Сондықтан, осы жұмыста жүргізілген зерттеудің 

өзектілігі ешқандай күмән туғызбайтыны сөзсіз.    

Түйін сөздер: Пуассон теңдеуі, шешімдерді дискреттеу, оптималды дискреттеу операторы, 

дискреттеуқателігі, шектік қателік, Соболев  класы. 
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ON LIMIT ERROR OF THE OPTIMAL DISCRETIZATION OPERATOR FOR  

SOLUTION OF POISSON EQUATION 

 

Abstract 

The purpose of this study is to construct an optimal discretization operator for the solution of the Poisson 

equation and find its limit error. The research methodology is based on considering the problem of discretizing 

the solution of the Poisson equation as one of the concretizations of the general problem of optimal recovery 

of the operator and using well-known statements of approximation theory. In this study, within the framework 

of this general optimal recovery problem, firstly, in the Hilbert metric, the exact order of the smallest 

discretization error of the solution of the Poisson equation with the right-hand side f  from the 

multidimensional periodic Sobolev class is established; secondly, based on a finite set of Fourier coefficients 

of the function f , a discretization operator )~,
~

(
)(

N
N

l   is constructed that implements the established exact 

order; thirdly, the limit error of the optimal discretization operator )~,
~

(
)(

N
N

l   was found. Poisson's equation 

describes many physical phenomena such as the electrostatic field, stationary temperature field, pressure field 

and velocity potential field in hydrodynamics. Therefore, the relevance of the research conducted here is 

beyond doubt. 

Keywords: Poisson equation, discretization of solutions, optimal discretization operator, discretization 

error, limit error, Sobolev class. 

 

Введение   

В работе рассматривается уравнение Пуассона  
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с правой частью f  из многомерного периодического класса Соболева srr WW ]1,0[
22

 c 

параметрами 0r  и {1},\Ns состоящего из всех суммируемых на s]1,0[  и  

однопериодических по каждой переменной
 s

xx ,...,
1  

функций ,),...,()( 1 sxxfxf 

тригонометрические коэффициенты Фурье s

s

Zmdxxmixfmf   ,)},(2exp{)()(ˆ

]1,0[



которых удовлетворяют условию 
 

,1)...(|)(ˆ| 22
1

2




r
s

r

s
Zm

mmmf  

 

где ,...),(
11 ss

xmxmxm  .),...,1(|}|;1max{ sjmm
jj

  

Легко проверить, что если справедливы  2/sr   и ,0)0(ˆ f  то при любом краевом условии 

найдется функция sСx ]1,0[)(   с 1  на s]1,0[ такая, что решение уравнения  (1)  

имеет вид 
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здесь и всюду ниже знак  *   означает, что вектор 
sZm  )0,...,0(   в  суммировании не 

участвует. Обратно,  всякая функция вида (2)  удовлетворяет уравнению (1).
 Так как кратный функциональный ряд из (2) является бесконечным объектом, то возникает 

задача дискретизации (приближения) решения );( fxu
 конечным объектом и установления 

точности погрешности дискретизации.  Первый результат по дискретизации решения  

);( fxu
был получен в [1] при  условии, когда правая часть (1) принадлежит  классу 

Коробова .rE
s

Затем изучение задачи дискретизации решения );( fxu
продолжились в 

работах [2 – 6] при соответствующих функциональных классах, каждый из которых содержит  

заданный .f
 
Заметим, что в  [1 – 5]  

дискретизация решений производится операторами дискретизации, построенными по 

значениям функций f
 
в  заданных  точках. А в [6] для дискретизации решений );( fxu

были привлечены  операторы дискретизации, построенные по коэффициентам Фурье функций

,f  принадлежащих  классам Коробова .rE
s

 

В настоящей работе по конечному набору коэффициентов Фурье  )(ˆ),...,(ˆ
1 N

mfmf

построен оптимальный оператор дискретизации )~,
~

(
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N
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l  решения );( fxu
уравнения  

Пуассона  с  правой частью rWf
2

 и найдена его предельная погрешность (определение 

предельной погрешности дано  ниже).  
 

Методология исследования 

Пусть даны  нормированные  пространства  X  и  ,Y состоящие из функций R: 
X

f  и 

R: 
Y

g  соответственно,  функциональный класс ,XF   оператор  .: YFT   

 Основной величиной  в задаче оптимального восстановления оператора является (см, 

например, [7]) 
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Далее, для положительных последовательностей 
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1
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   которая означает существование некоторой величины  

,...)2,1(0,...),(  k
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Задача оптимального восстановления оператора YFT : вычислительными  агрегатами  
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При этом вычислительный агрегат )~,
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агрегатом или вычислительным агрегатом, реализующим точный порядок наименьшой 

погрешности восстановления.    
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для каждой положительной последовательности .
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Конкретизация в (3) класса ,F  пространства ,Y  оператора  ,: YFT   множества 
N

D
 

порождает различные  задачи  оптимального восстановления и нахождения предельной 

погрешности. Заметим, что если в качестве  оператора T  выступает решение  какого - либо 

уравнения  в частных производных, то вместо терминов  «восстановление» и 
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дискретизации»  соответственно (см., например,  [3 – 5]).  
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построен оптимальный оператор  дискретизации  с нахождением его предельной 

погрешности. 
  

Результаты исследования  
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Основными результатами  данного  исследования  являются  следующие две теоремы. 

Теорема 1. Пусть даны числа }1{\Ns и .2/sr  Тогда для каждого N,)12(  nnN s
 

имеют  место соотношения 

                        

,
1

))~,
~

(()(
/)2(,

)(

, srrsN

N

NrsNN
N

lL


 

                                             

(4)

 

здесь  
)(N

l  состоит из  компонентов   

 



ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №3(87), 2024 г. 

62  

,~ˆ)(
~

,...,
)2(~ˆ)(

~
),0(ˆ

)1(~ˆ)(
~ )()()2()1(



























NN

NNN
mfflmfflfmffl  

 

а  функция );,...,(
1


NNN

zz   определена равенством 

 

)},,~(2exp{
4

1
);,...,(~ )(

1

)(
21

xmizxzz
kN

k

x
k

d
kNN




 



 

 

где  






 

)()2()1( ~,...,~,0~ N
mmm  – некоторое  упорядочение  множества  

},||,...,|:{ |
1

nmnmZmA s
s

n
 






















.1),(4

},...,2{~~

2

,,
1

)(
,

)(

)(

kx

Nkmm kk

x
k

d



 

 

Теорема 2. При  ,...}6,5{s величина 
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Доказательство теоремы 1. Для  каждого rWf
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Следовательно,  согласно  равенству  (2)  получаем   
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откуда,  вследствие  равенства Парсеваля имеем    
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Легко убедимся в том, что  
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отсюда в силу произвольности rWf
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Функция )(
),(

)(
/

2 xg
NN

rsC
xf

NsrN
  принадлежит классу .

2
rW  Действительно, учитывая  

(12) и соотношение  ,| | NU
sN
 получаем  

 

rs

r

s

r

N
Um

N
mmmf

,

22

1

2 ...|)(ˆ| 




 


 

rs

r

s

r

sr

N
Umrs

mm
NN

m
c

,

22

1/2

2

,

...
||






  



 

.1||
1

...||
1

,

2

,

22

1

2

/2,













 

N
Um rsrs

N
Um

r

s

r

srrs m
c

N
mm

m
c

NN

 

 

Так как ,0
N

U то  .0)0(ˆ 
N

f Поэтому  из равенства (2) следует   

 








N
Um

m

N
sr

N
N mm

xmicrsC
fxu .

),(

)},(2exp{

4

),(
);(

/2

2





 

 

Поскольку  

                      

,
),(

11
);(

2/1

2

2

/,
2






















N
Um mm

сfu
m

N
sr

NrsLN

                         

(14) 

и  ,
2

||||
22

1
...),( mmmmm

s
s   то  в  силу  (12)  и  (14) получим  

 

                                                     

.
1

);(
/)2(,

2 sr
NrsLN

fu





                                            

(15) 

Опираясь на  включение rWf
N 2
  и  равенства 0)(

)1(


NN
fl ,…, ,0)()( N

N
N

fl вытекающие 

из  (13), имеем   
 





2
)()1(

2

));(),...,(();(sup
L

N
NNN

r
Wf

flflfu 


 







2

)()1(
));(),...,(();(

2

1

LN

N

NNNNN
flflfu 


 







2

)()1(
));(),...,(();(

LN

N

NNNNN
flflfu 



 



Абай атындағы ҚазҰПУ-нің ХАБАРШЫСЫ, «Физика-математика ғылымдары» сериясы, №3(87), 2024  

65  

,
222

);();0,...,0();();0,...,0();(
2

1

LNLNNLNN
fufufu 
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Теорема  1 доказана. 
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Следуя  лемме 3 из статьи [10]  можно легко  доказать  справедливость  соотношения 
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то используя неравенства  (16)  и (20)  получим  соотношение  (5).  
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Стало быть, согласно  (23)  имеет место неравенство  
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Теорема 2 доказана. 
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а также доказана неулучшаемость по порядку этой точности. Сравнивая точность 
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 в метрике пространства
2L с лучшей по порядку 

точностью, чем  оператор дискретизации (25).  
  

Заключение 

Сформулированные и доказанные  нами теоремы являются новыми результатами в теории 

приближений, численном анализе и вычислительной математике.  

Данное  исследование можно продолжить изучая задачи дискретизации решения 

);( fxu
 при других функциональных классах ,F содержащих ,f

 
множествах 

N
D

 
и 

нормированных  пространствах .Y  
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