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ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ТЕОРЕМА ТИПА МАРЦИНКЕВИЧА  

ДЛЯ ЛОКАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ МОРРИ    
 

Аннотация 

Данная работа посвящена доказательству интерполяционной теоремы для локальных пространств 

Морри. Целью данной работы является изучение интерполяционных свойств локальных пространств 

Морри. Анализируются характерные особенности данных пространств. На основе проведенных 

исследований доказана интерполяционная теорема типа Марцинкевича для локальных пространств 

Морри на однородных группах. Этот результат важен как для теории функций и функционального 

анализа, так и для приложений. Выявлена и обоснована интерполяционная способность локальных 

пространств Морри в случае линейных операторов. Для получения результата использовались методы 

интерполяции для функциональных пространств, свойства вложения и методы функционального 

анализа. В качестве метода интерполяции использовался вещественный метод Петре, а в качестве 

основных неравенств функционального анализа – неравенства Гёльдера, Минковского, Харди. На 

основе проведенного исследования следует отметить, что в случае линейных операторов шкала данных 

пространств является интерполяционной в отличие от классических пространств Морри. 
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MARCINKIEWICZ-TYPE INTERPOLATION THEOREM  

FOR LOCAL MORREY SPACES 

 

Abstract 

This paper is devoted to the proof of the interpolation theorem for local Morrey spaces. The purpose of this 

work is to study the interpolation properties of local Morrey spaces. The characteristic features of these spaces 

are analyzed. Based on the research carried out, the author proved the Marcinkiewicz-type interpolation 

theorem for local Morrey spaces on the homogeneous groups. This result is important both for function theory 

and functional analysis, and for applications. The interpolation ability of local Morrey spaces in the case of 

linear operators is revealed and justified. To obtain the result, interpolation methods for function spaces, 

embedding properties, and methods of functional analysis were used. The real Peetre method was used as an 

interpolation method and Hӧlder's, Minkowski's, Hardy's inequalities as the basic inequalities of function 

analysis were used. On the basis of the research, it should be noted that in the case of linear operators the scale 

of these spaces is interpolational in contrast to the classical Morrey spaces. 

Keywords: Morrey spaces, local Morrey spaces, quasi-additive operator, linear operator, interpolation 

theorem, Marcinkiewicz-type interpolation theorem. 
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ЛОКАЛДІ МОРРИ КЕҢІСТІКТЕР ҮШІН 

 МАРЦИНКЕВИЧ ТИПТІ ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛЫҚ ТЕОРЕМА 

 

Аңдатпа 

Бұл жұмыс локалді Морри кеңістіктер үшін интерполяция теоремасын дәлелдеуге арналған. Бұл 

жұмыстың мақсаты локалді Морри кеңістіктердің интерполяциялық қасиеттерін зерттеу болып 

табылады. Бұл кеңістіктерге тән белгілер талданады. Жүргізілген зерттеулер негізінде локалді Морри 
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кеңістіктер үшін Марцинкевич типті біртекті топтарда интерполяциялық теорема дәлелдеген. Бұл 

нәтиже функция теориясы мен функционалдық талдау үшін де, қолданбалар үшін де маңызды. 

Сызықтық операторлар жағдайындағы локалді Морри кеңістіктердің интерполяциялық қабілеті 

ашылған және негізделген. Нәтижені алу үшін функциялық кеңістіктер үшін интерполяция әдістері, 

кірістіру қасиеттері және функционалдық талдау әдістері қолданылды. Интерполяция әдісі ретінде 

шынайы Петре әдісі, ал функционалдық талдаудың негізгі теңсіздіктері ретінде Гёлдер, Минковский 

және Харди теңсіздіктері қолданылды. Зерттеуге сүйене отырып, сызықтық операторлар жағдайында 

классикалық Морри кеңістігінен айырмашылығы бұл кеңістіктердің масштабы интерполяция болып 

табылатынын атап өткен жөн.  

Түйін сөздер: Морри кеңістіктер, локалді Морри кеңістіктер, квази-аддитивті оператор, сызықты 

оператор, интерполяциялық теорема, Марцинкевич типті интерполяциялық теорема.  
 

Основные положения 

В данной статье представлен интерполяционный метод, рассмотренных в локальных 

пространствах типа Морри на однородных группах. Исследование акцентирует внимание на 

интерполяционной теореме типа Марцинкевича специфично рассмотренной в случае 

локальных пространств Морри с применением свойств однородных групп. Результаты 

подтверждают необходимость дальнейшего анализа интерполяционных свойств пространств 

типа Морри с их применением на случай ограниченности различных интегральных операторов 

в них. Это даст перспективы для разработки теории пространств типа Морри для однородных 

групп.  
 

Введение 

Пусть 0 < 𝑝 ≤ ∞ и 0 ≤ 𝜆 ≤
𝑛

𝑝
. Пространства Морри 𝑀𝑝

𝜆 определяются как пространства 

всех функций 𝑓ϵ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛), таких что  

 

 ||𝑓||𝑀𝑝
𝜆 ≡ ||𝑓||𝑀𝑝

𝜆(ℝ𝑛) = sup
𝑥∈ℝ𝑛

sup
𝑡>0

𝑡−𝜆||𝑓||𝐿𝑝(𝐵𝑡(𝑥)) < ∞, 

 

где 𝐵𝑡(𝑥) – открытый шар радиуса 𝑡 > 0 с центром в точке 𝑥ϵℝ𝑛 (см. [1]). Если 𝜆 = 0, то 

𝑀𝑝
0(ℝ𝑛) = 𝐿𝑝(ℝ𝑛), если 𝜆 =

𝑛

𝑝
, то 𝑀𝑝

𝑛/𝑝
(ℝ𝑛) = 𝐿∞(ℝ𝑛). Если 𝜆 < 0 или 𝜆 >

𝑛

𝑝
, то 𝑀𝑝

𝜆 = Θ, где 

Θ – множество всех функций, эквивалентных нулю на ℝ𝑛. 

Пространства Морри и их различные обобщения интенсивно изучаются с точки зрения 

современной теории интерполяции и играют важную роль в приложениях к вариационному 

исчислению и теории уравнений в частных производных [2]. Классические пространства 

Морри были введены в связи с изучением уравнений с частными производными. Кроме того, 

пространства Морри оказались весьма удобными и естественными для изучения сложных и 

важных уравнений математической физики. Наконец, отметим, что теория пространств Морри 

в последнее время получила свое естественное и мощное развитие в рамках теории 

интерполяции функциональных пространств. 

Интерполяционные результаты для пространств Морри были получены Стампакиа [3], 

Кампанато и Мерфи [4] в 1964 г. Было доказано в работе [4], что для 𝑝0 ≠ 𝑝1, 𝑞0 ≠ 𝑞1 и 
 

𝑇: 𝐿𝑞0
→ 𝑀𝑝0

𝜆0 с нормой 𝑀0 и 
 

𝑇: 𝐿𝑞1
→ 𝑀𝑝1

𝜆1 с нормой 𝑀1, тогда 
 

𝑇: 𝐿𝑞 → 𝑀𝑝
𝜆  

 

с нормой 𝑀0 ≤ 𝑐𝑀0
1−𝜃𝑀1

𝜃 при 0 < 𝜃 < 1 и 
1

𝑝
=

1−𝜃

𝑝0
+

𝜃

𝑝1
,

1

𝑞
=

1−𝜃

𝑞0
+

𝜃

𝑞1
, 𝜆 = (1 − 𝜃)𝜆0 +

𝜃𝜆0. 
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Далее Петре [5], Бласко, Руиз и Вега [6,7] в 1995 г. в работе [7] рассмотрели 

интерполяционную проблему для пространств Морри вещественным интерполяционным 

методом и доказали , что  
 

(𝑀𝑝
𝜆0 , 𝑀𝑝

𝜆1)𝜃,∞ ⊂ 𝑀𝑝
𝜆 , 

 

где 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝜆0 <
𝑛

𝑝0
, 0 < 𝜆1 <

𝑛

𝑝1
, 𝜆 = (1 − 𝜃)𝜆0 + 𝜃𝜆0, 0 < 𝜃 < 1. 

 

В частности, Петре доказал, что  
 

(𝑀𝑝
𝜆0 , 𝑀𝑝

𝜆1)𝜃,∞ ≠ 𝑀𝑝
𝜆. 

 

Было проведено более подробное исследование проблемы интерполяции для пространств 

Морри. В частности, Лемарие-Рюссет [8] в 2013 г. доказал следующее вложение 
 

(𝑀𝑝0

𝜆0 , 𝑀𝑝1

𝜆1)𝜃,∞ ⊂ 𝑀𝑝
𝜆 , 

 

где 1 ≤ 𝑝0, 𝑝1 < ∞ и 
1

𝑝
=

1−𝜃

𝑝0
+

𝜃

𝑝1
 верно тогда и только тогда, когда 𝑝0 = 𝑝1. 

 

Дальнейшие обобщения свойств интерполяции были получены в [9], а именно была 

доказана интерполяционная теорема типа Марцинкевича для обобщенных пространств Морри 

𝑀𝑝,𝑞,Ω
𝜆  [10]. 

Рассмотрим понятие однородных групп. Группу Ли (на ℝ𝑛) 𝔾 назовем однородной, если 

имеет место расширение 𝐷𝜆(𝑥), такое что 
 

𝐷𝜆(𝑥) ≔ (𝜆𝑣1𝑥1, … , 𝜆𝑣𝑛𝑥𝑛), 𝑣1, … , 𝑣𝑛 > 0,    𝐷𝜆: ℝ𝑛 → ℝ𝑛,  
 

которое является автоморфизмом группы 𝔾 для каждого 𝜆 > 0. Более того, шар с центром 

в точке 𝑥𝜖𝔾 и радиусом 𝑡 > 0 определим как 
 

𝐵(𝑥, 𝑡) ≔  {𝑦𝜖𝔾: |𝑥−1𝑦| < 𝑡}. 
 

Заметим, что мера Хаара на 𝔾 совпадает с мерой Лебега, а мера шара имеет следующую 

оценку  

𝐶−1𝑡𝑛 ≤ |𝐵(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝑡𝑛 . 
 

Однородные группы предоставляют собой локальные модели для многих вопросов 

субэллиптического анализа и субримановой геометрии, их важность широко признана, 

поскольку существенная роль они сыграли в выводе точных субэллиптических оценок для 

дифференциальных операторов на многообразиях. Для обсуждения понятия и свойств 

однородных групп можно найти в книге [11]. 

В данной работе мы доказываем интерполяционную теорему типа Марцинкевича для 

локальных пространств Морри 𝐿𝑀𝑝
𝜆(𝔾) на однородных группах. Рассмотрим 𝐿𝑀𝑝

𝜆(𝔾) с 

следующей конечной нормой для всех 𝑥𝜖𝔾 
 

||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝜆(𝔾) = sup

𝑡>0
𝑡−𝜆||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)). 

 

Заметим, что взаимосвязь локальных пространств Морри с пространствами Морри 

выражается следующим образом 
 

 ||𝑓||𝑀𝑝
𝜆(𝔾) = sup

𝑥∈𝔾 
||𝑓(𝑥 +⋅)||𝐿𝑀𝑝

𝜆(𝔾) . 
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Методология исследования 

В данной работе для доказательства утверждений используются известные 

функциональные неравенства, а именно неравенства Гёльдера, Минковского, Харди. 

Если 0 < 𝑝, 𝑝0, 𝑝1 ≤ ∞ и 
1

𝑝
=

1

𝑝0
+

1

𝑝1
, тогда верно неравенство Гёльдера 

 

 ||𝑓𝑔||𝐿𝑝(ℝ𝑛) ≤ ||𝑓||𝐿𝑝0
(ℝ𝑛)||𝑔||𝐿𝑝1(ℝ𝑛)                                (1) 

 

для всех функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝0
(ℝ𝑛) и 𝑔 ∈ 𝐿𝑝1

(ℝ𝑛). 

Еси 0 < 𝑝 ≤ ∞, тогда верно неравенство Минковского 
 

 ||𝑓 + 𝑔||𝐿𝑝(ℝ𝑛) ≤ 2
(

1

𝑝
−1)+(||𝑓||𝐿𝑝(ℝ𝑛) + ||𝑔||𝐿𝑝(ℝ𝑛))                         (2) 

 

для всех функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) и 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) и 𝑎+ = max{0, 𝑎} для всех 𝑎 ∈ ℝ. 

Если 𝜇 > 0, −∞ < 𝜈 < ∞ и 0 < 𝜎 ≤ 𝜏 ≤ ∞, тогда верны следующие аналоги неравенств 

Харди 

 (∫
∞

0
(𝑦−𝜇(∫

𝑦

0
(𝑟−𝜈|𝑔(𝑟)|)𝜎 𝑑𝑟

𝑟
)

1

𝜎)𝜏 𝑑𝑦

𝑦
)

1

𝜏 ≤ (𝜇𝜎)−
1

𝜎(∫
∞

0
(𝑦−𝜇−𝜈|𝑔(𝑦)|)𝜏 𝑑𝑦

𝑦
)

1

𝜏             (3) 

и  

 (∫
∞

0
(𝑦𝜇(∫

∞

𝑦
(𝑟−𝜈|𝑔(𝑟)|)𝜎 𝑑𝑟

𝑟
)

1

𝜎)𝜏 𝑑𝑦

𝑦
)

1

𝜏 ≤ (𝜇𝜎)−
1

𝜎(∫
∞

0
(𝑦𝜇−𝜈|𝑔(𝑦)|)𝜏 𝑑𝑦

𝑦
)

1

𝜏 .              (4) 

 

Приведем свойства вложения локальных пространств Морри. 

Лемма 1.1 Пусть 0 < 𝑝0 < 𝑝1 < ∞, тогда 
 

𝐿𝑀𝑝1

𝜆1(𝔾) ↪ 𝐿𝑀𝑝0

𝜆0(𝔾),  

где 𝜆1 = 𝜆0 +
𝑛(𝑝0−𝑝1)

𝑝0𝑝1
; 

   

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝1,𝑞
𝜆1 (𝔾). Применяя неравенство Гёльдера (1) и, заметив что 

|𝐵(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝑡𝑛, получим следующие неравенства 
 

 ||𝑓||
𝐿𝑀𝑝0

𝜆0(𝔾)
= sup

𝑡>0
𝑡−𝜆0||𝑓||𝐿𝑝0(𝐵(x,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ sup
𝑡>0

𝑡−𝜆0|𝐵(𝑥, 𝑡)|
1

𝑝0
−

1

𝑝1||𝑓||𝐿𝑝1(𝐵(x,𝑡)) ≅ 

 

 ≅ sup
𝑡>0

𝑡
−(𝜆0−

𝑛(𝑝1−𝑝0)

𝑝0𝑝1
)
||𝑓||𝐿𝑝1(𝐵(x,𝑡)) = ||𝑓||

𝐿𝑀𝑝1

𝜆1(𝔾)
, 

 

что означает вложение 𝐿𝑀𝑝1,𝑞
𝜆1 (𝔾) ↪ 𝐿𝑀𝑝0,𝑞

𝜆0 (𝔾), что и требовалось доказать. 

Для доказательства основного вывода используются методы теории функций и 

функционального анализа, методы вещественной интерполяции [12,13].  

 

Результат исследования 

Теорема 1.2 

Пусть 0 ≤ 𝛼0, 𝛼1 < ∞, 0 ≤  𝛽0, 𝛽1 < ∞, 𝛼0 ≠ 𝛼1, 𝛽0 ≠ 𝛽1, 0 < 𝑝, 𝑞 ≤ ∞,   0 < 𝜃 < 1 и 
 

 𝛼 = (1 − 𝜃)𝛼0 + 𝜃𝛼1, 𝛽 = (1 − 𝜃)𝛽0 + 𝜃𝛽1. 
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Пусть 𝑇 – квазиаддитивный оператор на ⋃ (𝐿𝑀𝑝
𝛼0(𝔾) + 𝐿𝑀𝑝

𝛼1(𝔾))𝑥𝜖𝔾 , такой что для 

некоторых 𝑀0, 𝑀1 > 0 верны следующие неравенства  

 ||𝑇𝑓||
𝐿𝑀𝑞

𝛽𝑖(𝔾)
≤ 𝑀𝑖||𝑓||

𝐿𝑀𝑝
𝛼𝑖(𝔾)

                                    (5) 

 

для всех 𝑥𝜖𝔾, 𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝
𝛼𝑖(𝔾), 𝑖 = 0,1, тогда  

 

 ||𝑇𝑓||
𝐿𝑀𝑞

𝛽
(𝔾)

≤ 𝑐𝐴𝑀0
1−𝜃𝑀1

𝜃||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾) 

 

для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾) и 𝑐 > 0. 

 

Дискуссия 

Доказательство.  

1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾). Для 𝑥𝜖𝔾, 𝑠 > 0 определим фунции  

 

 𝑓0,𝑠 = {
𝑓(𝑦), если |𝑥−1𝑦| ≤ 𝑠

0, в противном случае
      

и 

𝑓1,𝑠 = {
𝑓(𝑦), если |𝑥−1𝑦| > 𝑠

0, в противном случае.
      

 

Тогда 𝑓 = 𝑓0,𝑠 + 𝑓1,𝑠 и по неравенству (2) имеем  
 

 ||𝑇𝑓||𝐿𝑞(𝐵(x,𝑡)) = ||𝑇(𝑓0,𝑠 + 𝑓1,𝑠)||𝐿𝑞(𝐵(x,𝑡)) ≤ 𝐴|| |𝑇𝑓0,𝑠| + |𝑇𝑓1,𝑠| ||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ 2
(

1

𝑞
−1)+𝐴(||𝑇𝑓0,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) + ||𝑇𝑓1,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡))), 

 

где a+ = max{0, a}. 

Из неравенства (5) получим  
 

 ||𝑇𝑓0,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) = 𝑡𝛽0𝑡−𝛽0||𝑇𝑓0,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ 𝑡𝛽0sup
𝑟>0

𝑟−𝛽0||𝑇𝑓0,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑟)) = 𝑡𝛽0||𝑇𝑓0,𝑠||
𝐿𝑀𝑞

𝛽0(𝔾)
≤ 𝑀0𝑡𝛽0||𝑓0,𝑠||𝐿𝑀𝑝

𝛼0(𝔾) = 

 

 = 𝑀0𝑡𝛽0 ( sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) + sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))). 

 

Если 0 < 𝑟 ≤ 𝑠 и |𝑥−1𝑦| ≤ 𝑟, тогда |𝑥−1𝑦| ≤ 𝑠 и 𝑓0,𝑠(𝑦) = 𝑓(𝑦), следовательно 

||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) = = ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)). Если 𝑟 > 𝑠 и 𝑦ϵ𝔾\𝐵(𝑥, 𝑟), тогда 𝑓0,𝑠(𝑦) = 0, следовательно 

||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) = ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠)). Таким образом, 

  

 sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) = sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) 

и 

 sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓0,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) = ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠))sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼0 = 

 

 = ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠))𝑠−𝛼0 = ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠))𝑠−𝛼0𝑠𝛼1sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1 = 

 

 = 𝑠𝛼1−𝛼0sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠)). 
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Следовательно,  

 ||𝑇𝑓0,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ 𝑀0𝑡𝛽0 [ sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) + 𝑠𝛼1−𝛼0sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑠))]. 

 

Аналогично, из неравенства (5), поскольку 𝑓1,𝑠(𝑦) = 0, если |𝑥−1𝑦| ≤ 𝑟 и |𝑓1,𝑠(𝑦)| ≤ |𝑓(𝑦)|, 
если 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ (𝔾\𝐵(𝑥, 𝑠)), получим, что  

 

 ||𝑇𝑓1,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) = 𝑡𝛽1𝑡−𝛽1||𝑇𝑓1,𝑠||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ 𝑀1𝑡𝛽1 ( sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼1 ||𝑓1,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) + sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1 ||𝑓1,𝑠||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))) ≤ 

 

 𝑀1𝑡𝛽1 sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)∩(𝔾\𝐵(𝑥,𝑠))) ≤ 𝑀1𝑡𝛽1 sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)). 

 

Так, для всех 𝑡 > 0 и 𝑠 > 0 имеем  
 

||𝑇𝑓||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝑐1𝐴(𝑀0𝑡𝛽0[ sup
0≤𝑟≤𝑠

𝑟−𝛼0 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) + 𝑠𝛼1−𝛼0sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))]

+ 𝑀1𝑡𝛽1 sup
𝑟>𝑠

𝑟−𝛼1 ||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)), 

 

где 𝑐1 > 0 зависит от параметра 𝑞. 

2. Предположим, что 𝛼0 < 𝛼1, 𝛽0 < 𝛽1 и положим 𝑠 = 𝑐𝑡𝛾, где 𝛾 =
𝛽1−𝛽0

𝛼1−𝛼0
, и 𝑐 > 0 будет 

выбрана позже. Тогда 
 

 ||𝑇𝑓||
𝐿𝑀𝑞

𝛽
(𝔾)

= sup
𝑡>0

𝑡−𝛽||𝑇𝑓||𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 

 

 ≤ c𝐴(𝑀0𝐼1 + 𝑀0𝐼2 + 𝑀1𝐼3), 
где   

 𝐼1 = sup
𝑡>0

𝑡𝛽0−𝛽 sup
0≤𝑟≤𝑐𝑡𝛾

𝑟−𝛼0||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)), 

 

 𝐼2 = (𝑐𝑡𝛾)𝛼1−𝛼0sup
𝑡>0

𝑡𝛽0−𝛽 sup
𝑟>𝑐𝑡𝛾

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) 

и  

 𝐼3 = sup
𝑡>0

𝑡𝛽1−𝛽 sup
𝑟>𝑐𝑡𝛾

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)). 

 

Делая замену переменной 𝑐𝑡𝛾 = 𝑦, получим 𝑡 = 𝑐
−

1

𝛾𝑦
1

𝛾 и поскольку −
𝛽0−𝛽

𝛾
=

−
𝛽0−(1−𝜃)𝛽0−𝜃𝛽1

𝛾
= 𝜃(𝛼1 − 𝛼0), и −

𝛽1−𝛽

𝛾
= −

𝛽1−(1−𝜃)𝛽0−𝜃𝛽1

𝛾
= −(1 − 𝜃)(𝛼1 − 𝛼0), имеем 

 

 𝐼1 = 𝑐𝜃(𝛼1−𝛼0)𝐽1, 𝐼2 = 𝑐𝜃(𝛼1−𝛼0)𝐽2, 𝐼3 = 𝑐−(1−𝜃)(𝛼1−𝛼0)𝐽3, 
 

где  𝐽1 = sup
𝑦>0

𝑦−𝜃(𝛼1−𝛼0) sup
0≤𝑟≤𝑦

𝑟−𝛼0||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)), 

 

 𝐽2 = sup
𝑦>0

𝑦(1−𝜃)(𝛼1−𝛼0)sup
𝑟>𝑦

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)) 

и 

 𝐽3 = sup
𝑦>0

𝑦(1−𝜃)(𝛼1−𝛼0)sup
𝑟>𝑦

𝑟−𝛼1||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟)). 
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3. Для интегральных оценок 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3 применим аналоги неравенств Харди (3) и (4) 
 

 𝐽1 ≤ sup
𝑦>0

𝑦−𝛼||𝑓||𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑦)) = ||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾), 

 

 𝐽2 ≤ ||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾) 

и  

 𝐽3 ≤ ||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾). 

Следовательно, 
  

 ||𝑇𝑓||
𝐿𝑀𝑞

𝛽
(𝔾)

≤ c𝐴(𝑀0𝑐𝜃(𝛼1−𝛼0) + 𝑀1𝑐−(1−𝜃)(𝛼1−𝛼0))||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾), 

 

где c > 0 зависит только от 𝑝. 

4. Положим теперь 𝑐 = (
𝑀1

𝑀0
)

1

𝛼1−𝛼0, тогда  

 

 ||𝑇𝑓||
𝐿𝑀𝑞

𝛽
(𝔾)

≤ 2c𝐴𝑀0
1−𝜃𝑀1

𝜃||𝑓||𝐿𝑀𝑝
𝛼(𝔾). 

 

5. Если 𝛼1 < 𝛼0, 𝛽0 < 𝛽1 или 𝛼0 < 𝛼1, 𝛽1 < 𝛽0 или 𝛼1 < 𝛼0, 𝛽1 < 𝛽0, тогда рассуждения 

аналогичны шагам 2–4, меняя только выбор параметров 𝛾 и 𝑐.  

В первом случае 𝛾 =
𝛽1−𝛽0

𝛼0−𝛼1
, 𝑐 = (

𝑀1

𝑀0
)

1

𝛼0−𝛼1, во втором случае 𝛾 =
𝛽0−𝛽1

𝛼1−𝛼0
, 𝑐 = (

𝑀1

𝑀0
)

1

𝛼0−𝛼1, в 

третьем случае 𝛾 =
𝛽0−𝛽1

𝛼0−𝛼1
, 𝑐 = (

𝑀1

𝑀0
)

1

𝛼0−𝛼1.  

Теорема 1 доказана. 
   

Заключение 

Методом вещественной интерполяции доказана интерполяционная теорема типа 

Марцинкевича для локальных пространств Морри. 

Замечание. Если 𝑇 – линейный оператор, то утверждение Теоремы 1 следует, используя 

стандартные аргументы теории интерполяции из равенства 
 

 (𝐿𝑀𝑝
𝜆0(𝔾), 𝐿𝑀𝑝

𝜆1(𝔾))𝜃,𝜏 = 𝐿𝑀𝑝
𝜆(𝔾), 

 

где 0 < 𝑝, 𝜏 ≤ ∞, 0 < 𝜆0, 𝜆1 < ∞, 𝜆0 ≠ 𝜆1, 0 < 𝜃 < 1, 𝜆 = (1 − 𝜃)𝜆0 + 𝜃𝜆1.   
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