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ЖАЛПЫЛАНҒАН АРАЛАС ТЕГІСТІГІ БАР НИКОЛЬСКИЙ-БЕСОВ КЕҢІСТІГІНІҢ 

ШЕКАРАЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРЫ 
 

Аңдатпа 

Дифференциалданатын функциялар кеңістіктерінің енулер теоремасы әртүрлі метрикалардағы 

функциялардың тегістік қасиеттерінің маңызды байланыстары мен қатынастарын зерттейді. 

Математикалық физиканың шектік есептер теориясында, жуықтау теориясында және аралас 

метрикасы бар Никольский-Бесовтың кеңістіктері үшін және Лоренцтің анизотропты кеңістіктері үшін 

ену теоремалары берілген. Ұсынылған жұмыста жоғарыда көрсетілген теоремалардағы 

параметрлердің жетілдірілмейтіндігі көрсетілді. Осыны көрсетуге біз сол жақтағы енулердегі 

кеңістіктер үшін шекті функцияларды құрамыз және олар оң жақтағы енулерде «сәл ғана 

жіңішкертілген» кеңістіктерде жатпайтындығы көрсетілген.  

Түйін сөздер: Никольский-Бесов типтес кеңістіктер, басым аралас тегістік, аралас метрика, 

Лоренцтің анизотропты кеңістіктері, ену теоремалары. 
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ГРАНИЧНЫЕ ФУНКЦИИ ПРОСТРАНСТВ НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА С ОБОЩЕННОЙ 

СМЕШАННОЙ ГЛАДКОСТЬЮ 

 

Аннотация 

Теория вложения пространств дифференцируемых функций многих переменных изучает важные 

связи и соотношения между их гладкостными и метрическими свойствами и имеет широкое 

применение в различных разделах чистой математики и ее приложениях. Ранее нами получены 

предельные теоремы вложения рахных метрик для пространств Никольского-Бесова с доминирующей 

смешанной гладкостью и со смешанной метрикой и для анизотропных пространств Лоренца. В данной 

работе мы показали, что условия на параметры пространств в отмеченных выше теоремах являются 

неулучшаемыми. Для этого мы построили крайние функций, входящие в пространства в левых частях 

вложений и не входящие в «немного зауженные» пространства, чем пространства, стоящие в правых 

частях вложений. 

Ключевые слова: пространства Никольского-Бесова, доминирующая смешанная производная, 

смешанная метрика, анизотропные пространства Лоренца, теоремы вложения. 

 

Y. Toleugazy1, K.Y. Kervenev2, S.A. Iskakov2 

1Kazakhstan Branch of Lomonosov Moscow State University, Astana, Kazakhstan; 
2Karagandinsky University named after academician E. A. Buketov, Karaganda, Kazakhstan 

BOUNDARY FUNCTIONS OF NIKOLSKY-BESOV SPACES WITH SMOOTH MIXED 

SMOOTHNESS 

 

Abstract 

The embedding theory of spaces of differential functions of many variables studies important connections 

and relationships between smooth and metric properties of functions and has wide application in various 

branches of pure mathematics and its applications. Earlier, we obtained the embedding theorems of different 
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metrics for Nikolsky-Besov spaces with dominant mixed smoothness and mixed smoothness and mixed metric, 

and anisotropic Lorentz spaces. In this work, we showed that the conditions for the parameters of spaces from 

the theorems are unimprovable. To do this, we built the extreme functions included in the spaces from the left 

sides of the embeddings and not included in the "slightly narrowed" spaces from the spaces in the right parts 

of the embeddings. 

Keywords: anisotropic Nikolsky-Besov spaces, generalized mixed smoothness, mixed metric, anisotropic 

Lorentz spaces, embedding theorems. 

 

Кіріспе 

Дифференциалдық теңдеулер үшін кеңістіктердің ену теориясының алғашқы нәтижелері 

С.Л. Соболев [1] еңбектерінде қарастырылған. Әртүрлі метрикадағы функциялардың маңызды 

тегістік қасиеттерінің қатынастарын осы теория зерттейді. Бұл теорияның ары қарай дамуына, 

функциялардың жаңа класстарын анықтауға және зерттеуге С.М. Никольский [2], 

О.В. Бесов [3], П.И. Лизоркин [4], Х. Трибель [5], Й. Берг және Й. Лёфстрем [6] және көптеген 

басқа ғалымдар үлес қосты. Бұл зерттеулердің дамуына екі нәрсе ықпал етті: олардың 

теоретикалық мәселелері және олардың математикалық физика шектік есептер теориясында, 

жуықтау теориясындағы қолданумен байланысты. 

1960 жылдары С.М. Никольский [7], А.Д. Джабраилов [8] және Т.И. Аманов [9] 

жұмыстарында басым аралас туындысы бар кеңістіктер қарастырыла бастады. Ену және 

интерполяция теориясымен және жуықтау теориясымен байланысты басым аралас туындысы 

бар кеңістіктерді зерттеулер А.П. Унинский, Е.Д. Нурсұлтанов, К.А. Бекмаганбетов, 

Е. Төлеуғазы және басқаларының жұмыстарымен байланысты (мысалы, [10]-[14] қараңыз).  

Никольский–Бесовтың басым аралас туындысы және аралас метрикасы бар кеңістіктер 

қасиеттерін [11]-[13] мақалаларда қарастырдық. Бұл мақалаларда біз осы кеңістіктердің 

интерполяциялық қасиеттерін зерттедік, осы кеңістіктер мен анизотропты Лоренц кеңістіктері 

үшін шектік ену теоремаларын алдық және функциялардың іздері мен жалғасы үшін 

теоремаларды дәлелдедік. 

К.А. Бекмаганбетов, Қ.Е. Кервенев, Е. Төлеуғазының [12] мақаласында басым аралас 

туындысы және аралас метрикасы бар Никольский–Бесов кеңістіктері және анизотропты 

Лоренц кеңістіктері үшін енулері зерттелді. Бұл мақалада [12] жұмыстағы ену 

теоремаларының шарттары жақсартылмайтындығын көрсетеміз. Ол үшін біз шеттік 

функцияларды құрамыз. Құрылған функциялар енудің сол жағына тиісті болады, ал «сәл 

тарылған» оң жақтағы кеңістікке тиісті болмай қалады. 

Алдын-ала қажет нәтижелер 

Айталық 1 ≤ p = (p1, … , pn) ≤ ∞ болсын. Аралас метрикадағы 𝐿p(𝕋
d) Лебег кеңістігі деп  

 

‖𝑓‖𝐿p(𝕋d) =

(

 
 
∫

(

 …( ∫|𝑓(x1, … , x𝑛)|
𝑝1𝑑x1

𝕋𝑑1

)

𝑝2
𝑃1

…

)

 

𝑝𝑛
𝑝𝑛−1

𝑑xn

𝕋𝑑𝑛

)

 
 

1
𝑝𝑛

 

 

нормасы ақырлы болатын 𝕋d–да өлшенетін барлық 𝑓(x) = 𝑓(x1, … , x𝑛) функциялар жиынын 

айтамыз, 𝑝𝑖 = ∞ болғанда (∫ (|𝑓(x𝑖)|)
𝑝i𝑑x𝑖𝕋𝑑𝑖

)

1

𝑝𝑖 өрнегі ess sup
𝑥𝑖∈𝕋

𝑑𝑖

|𝑓(x𝑖)| ретінде түсініледі. 

𝑓~ ∑ 𝑎k𝑒
𝑖〈k,x〉d

k∈ℤd  тригонометриялық қатары үшін  
 

Δs(𝑓, x) = ∑ 𝑎k𝑒
𝑖〈k,x〉d

k∈ρ(s)
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арқылы белгілейміз, мұндағы 〈k, x〉d = ∑ ∑ 𝑘𝑖
𝑗
𝑥𝑖
𝑗𝑑𝑖

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  – скаляр көбейтінді, ал ρ(s) =

{k = (k1, … , k𝑛) ∈ ℤ
d: [2s𝑖−1] ≤ max

𝑗=1,…,𝑑𝑖
|𝑘𝑗
𝑖| < 2s𝑖 ,    𝑖 = 1, … , 𝑛} және [𝑎] – 𝑎 санының бүтін 

бөлігі.  

[14] мақаласының аналогиясы бойынша 𝐵p
αq
(𝕋d) Никольский–Бесов анизотропты кеңістігі 

деп айтамыз, егер 𝑓~∑k∈ℤd 𝑎k𝑒
𝑖⟨k,x⟩d қатарлар жиыны үшін  

 

‖𝑓‖𝐵p
αq
(𝕋d) = ‖{2(𝛼,s)‖Δs(𝑓,⋅)‖𝐿p(𝕋d)}‖𝑙q

 

 

нормасы ақырлы болса. Мұнда, ‖∙‖𝑙q  – аралас метрикасы бар дискретті Лебег кеңістігінің 

нормасы. 

[12] жұмысында келесі ену теоремалары алынды. Оларды қарастырар алдында анизотропты 

Лоренц кеңістігінің анықтамасын келтірейік. Нормасы ақырлы болатын  
 

‖𝑓‖𝐿pr(𝕋d) = 

= (∫ (𝑡𝑛
1/𝑝𝑛 …(∫ (𝑡1

1
𝑝1𝑓∗1,…,∗𝑛(𝑡1, … , 𝑡𝑛))

𝑟1(2𝜋)𝑑1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑟2/𝑟1

…)

𝑟𝑛/𝑟𝑛−1
(2𝜋)𝑑𝑛

0

𝑑𝑡𝑛
𝑡𝑛
)

1/𝑟𝑛

< ∞ 

 

функциялар тізбектері анизотропты Лоренц кеңістігін құрайды. 

Теорема А. Айталық −∞ < α0 = (α1
0, … , α𝑛

0) < α1 = (α1
1, … , α𝑛

1) < ∞, 1 ≤ q = (𝑞1, … ,

𝑞𝑛) ≤ ∞ және 1 ≤ p0 = (𝑝1
0, … , 𝑝𝑛

0), p1 = (𝑝1
1, … , 𝑝𝑛

1) < ∞. Онда α0 −
d

p0
= α1 −

d

p1
 үшін 

келесі ену орындалады  
 

𝐵p1
α1q(𝕋d) ↪ 𝐵p0

α0q(𝕋d). 
 

Теорема В. Айталық 1 < p = (p1, … , pn) < q = (q1, … , qn) < ∞ және 1 ≤ τ = (𝜏1, … ,
𝜏𝑛) ≤ ∞ болсын. Онда келесі ену  

 

𝐵p
ατ(𝕋d) ↪ 𝐿qτ (𝕋

d) 
 

α = (1 p⁄ − 1 q ⁄ )d үшін орындалады. 

Теорема C. Айталық 1 < q = (q1, … , qn) < p = (p1, … , pn) < ∞ және 1 ≤ τ = (𝜏1, … ,

𝜏𝑛) ≤ ∞ болсын. Онда α = (1 p⁄ − 1 q ⁄ )d үшін келесі ену орындалады 

 

𝐿qτ (𝕋
d) ↪ 𝐵p

ατ(𝕋d). 
 

Негізгі нәтижелер 

Келесі теорема А теоремасында ену жарамды болатын жағдайдың жақсармағанын 

көрсетеді. 

Теорема 1. Айталық −∞ < α0 = (α1
0, … , α𝑛

0) < α1 = (α1
1, … , α𝑛

1 ) < ∞, 1 ≤ τ = (𝜏1, … ,

𝜏𝑛) ≤ ∞, 1 ≤ p0 = (𝑝1
0, … , 𝑝𝑛

0), p1 = (𝑝1
1, … , 𝑝𝑛

1) < ∞ және α0 −
d

p0
= α1 −

d

p1
. Онда кез 

келген ε = (ε1, … , ε𝑛) > 0 және δ = (δ1, … , δ𝑛) > 0 үшін, 𝑓𝛽
(1)
∉ 𝐵p0

(α0+ε)τ(𝕋d) ∪

𝐵(p0+δ)
α0τ (𝕋d) болатындай 𝑓𝛽

(1)
∈ 𝐵p1

α1τ(𝕋d) функция бар болады. 
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Дәлелдеуі. Бір өлшемді Дирихле ядросының нормасы үшін болжамды ескере отырып, 

алатын қатынасымыз 
 

‖ ∑ 𝑒𝑖(𝑘,∙)
2𝑠−1

𝑘=2𝑠−1

‖

𝐿𝑝(𝕋
d)

 ~2(1/𝑝
′ ,𝑠), 1 < 𝑝 < +∞. 

 

Айталық 𝜎s(x) = ∑ 𝑒𝑖〈k,x〉dk∈𝜌(s)  болсын. Осы қатынастан бізде бары 
 

‖𝜎s(∙)‖𝐿p(𝕋d) = ‖∑ 𝑒𝑖〈k,x〉dk∈𝜌(s) ‖
𝐿p(𝕋

d)
~2(d/p

′,s).   (1) 

 

Келесі 𝑓β
(1)(x) =  ∑ 2−(β,s)𝜎s(x)

∞
s=0  функцияны қарастайық, мұндағы 

 

α1 +
d

p1
′ < β < min (α0 + ε +

d

p0
′ , α0 +

d

(p0+δ)′
). 

 

(1) бағалауы бойынша бізде бары 
 

‖𝑓β
(1)
‖
𝐵p1
α1τ(𝕋d)

= (∑(2(α1,s) ‖∆s (𝑓β
(1)
)‖

𝐿p1(𝕋
d)
)

τ∞

s=0

)

1/τ

= 

= (∑(2(α1,s)2−(β,s)‖𝜎s(∙)‖𝐿p1(𝕋
d))

τ
∞

s=0

)

1
τ

= 

= (∑(2
(α1−β+

d

p1
′ ,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

< +∞ 

 

α1 − β +
d

p1
′ < 0 ретінде. Бұл дегеніміз 𝑓β

(1)
∈ 𝐵p0

α0τ(𝕋d). 

Сол сияқты, біз мынаны аламыз 
 

‖𝑓β
(1)‖

𝐵p0
(α0+ε)τ(𝕋d)

= (∑(2(α0+ε,s) ‖∆s(𝑓β
(1))‖

𝐿p0(𝕋
d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

≥ 

= 𝐶1(∑(2(α0+ε,s)2
(
d

p0
′−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶1(∑(2
(α0+ε+

d

p0
′−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= +∞, 

 

α0 + ε +
d

p0
′ − β > 0 ретінде. Сондықтан 𝑓β

(1)
∉ 𝐵p0

(α0+ε)τ(𝕋d). 

Әрі қарай, 𝑓β
(1)
∉ 𝐵p0+δ

α0τ (𝕋d) екенін көрсетеміз 
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‖𝑓β
(1)‖

𝐵p0+δ
α0τ (𝕋d)

= (∑(2(α0,s) ‖∆s(𝑓β
(1))‖

𝐿p0+δ(𝕋
d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

≥ 

= 𝐶2 (∑(2(α1,s)2
(

d
(p0+δ)′

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶2 (∑(2
(α1+

d
(p0+δ)′

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= +∞, 

 

α1 +
d

(p0+δ)′
− β > 0 ретінде. Сондықтан 𝑓β

(1)
∉ 𝐵p0+δ

α0τ (𝕋d). 

Осылайша, біз мынадай нәтиже алдық 𝑓β
(1)
∉ 𝐵p0

(α0+ε)τ(𝕋d) ∪ 𝐵p0+δ
α0τ (𝕋d). 

Теорема толық дәлелденді. 

Келесі теорема В теоремасында ену жарамды болатын жағдайдың жақсармағанын 

көрсетеді. 

Теорема 2. Айталық 1 < p = (p1, … , pn) < q = (q1, … , qn) < ∞, 1 ≤ τ = (𝜏1, … , 𝜏𝑛) ≤

∞ және α = (1 p⁄ − 1 q ⁄ )d болсын. Онда кез келген ε = (𝜀1, … , 𝜀𝑛) > 0 үшін 𝑓β
(2)
∉

𝐿q+ε,τ(𝕋
d) болатындай 𝑓β

(2)
∈ 𝐵p

ατ(𝕋d) функция бар болады. 

Дәлелдеуі. Алдымен 𝑓β
(2)
∈ 𝐵p

ατ(𝕋d) екенін көрсетейік. 𝑓β
(2)
= ∑ 2−(β,s)𝜎s(x)

∞
s=0  функцияны 

қарастайық, мұндағы α +
d

p1
′ < 𝛽 ≤

d

(q+ε)′
. 

1–теоремаға аналогия бойынша, бізде  α +
d

p0
′ − β < 0 үшін 

 

‖𝑓β
(2)
‖
𝐵p
ατ(𝕋d)

~(∑(2
(α−β+

d

p0
′ ,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

< ∞ 

 

орындалады. Бұл дегеніміз 𝑓β
(2)
∈ 𝐵p

ατ(𝕋d). 

𝑓β
(2)
∉ 𝐿q+ε,τ(𝕋

d) екенін көрсету үшін біз С теоремасын қолданамыз. Бізде бары 
d

(q+ε)′
−

β > 0 үшін  
 

‖𝑓β
(2)‖

𝐿q+ε,τ(𝕋
d)
≥ ‖𝑓β

(2)‖
𝐵p

d
p
−

d
q+ε

(𝕋d)

= 

= (∑(2
(
d
p
−
d
q+ε

,s)
‖∆s(𝑓β

(2))‖
𝐿p(𝕋

d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶3 (∑(2
(
d
p
−
d
q+ε

,s)
2
(
d
p′
−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶3 (∑(2
(
d
p
+
d
p′
−
d
q+ε

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 
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= 𝐶3 (∑(2
(d−

d
q+ε

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 𝐶3 (∑(2
(

d
(q+ε)′

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= +∞, 

 

орындалады. Бұл дегеніміз 𝑓β
(2) ∉ 𝐿q+ε,τ(𝕋

d). 

Теорема толық дәлелденді. 

Келесі теорема С теоремасында ену жарамды болатын жағдайдың жақсармағанын 

көрсетеді. 

Теорема 3. Айталық 1 < q = (q1, … , qn) < p = (p1, … , pn) < ∞, 1 ≤ τ = (𝜏1, … , 𝜏𝑛) ≤

∞ және α = (1 p⁄ − 1 q ⁄ )d болсын. Онда кез келген ε = (𝜀1, … , 𝜀𝑛) > 0 және δ =

(δ1, … , δ𝑛) > 0 үшін, 𝑓β
(3)
∉ 𝐵p

α+ε,τ(𝕋d) ∪ 𝐵(p+δ)
ατ (𝕋d) болатындай 𝑓β

(3)
∈ 𝐿q,τ(𝕋

d) функция 

бар болады. 

Дәлелдеуі. 
d

q′
< 𝛽 ≤ 𝑚𝑖𝑛 (α + ε +

d

p′
, α +

d

(p+δ)′
) шартын қанағаттандыратын β мен 1– 

теоремадағыдай 𝑓β
(3)(x) функциясын таңдайық.  

𝑓β
(3)
∈ 𝐿q,τ(𝕋

d) екенін көрсету үшін біз В теоремасын қолданамыз. Бізде бары 
1

q′
− β < 0 

үшін 

‖𝑓β
(3)‖

𝐿q,τ(𝕋
d)
≤ 𝐶4‖𝑓β

(3)‖
𝐵p

(
d
p
−
d
q
)τ
(𝕋d)

= 

= 𝐶4 (∑(2
(
d
p
−
d
q
,s)
‖∆s(𝑓β

(3))‖
𝐿p(𝕋

d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

≤ 

≤ 𝐶5 (∑(2
(
d
p
−
d
q
,s)
2
−β+

d
p′
,s
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶5 (∑(2
(
d
p
+
d
p′
−β−

d
q
,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶5 (∑(2
(d−

d
q
−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 𝐶5 (∑(2
(
d
q′
−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

< +∞, 

орындалады, яғни 𝑓β
(3) ∈ 𝐿q,τ(𝕋

d). 

Енді   𝑓β
(3)
∉ 𝐵p

α+ε,τ(𝕋d) екенін көрсетейік. Бұл функцияның нормасын төменнен бағалайық 

 

‖𝑓β
(3)‖

𝐵p
α+ε,τ(𝕋d)

= (∑(2(α+ε,s) ‖∆s(𝑓β
(3))‖

𝐿p(𝕋
d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

≥ 

≥ 𝐶6 (∑(2(α+ε,s)2
(
d
p′
−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶6 (∑(2
(α+ε+

d
p′
−β,s)

)

τ∞

s=0

)

1
τ

= +∞, 
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α + ε +
d

p′
− β > 0 ретінде, яғни 𝑓β

(3)
∈ 𝐵p

(α+ε),τ
(𝕋d). 

Әрі қарай, біз 𝑓β
(3)
∉ 𝐵(p+δ)

ατ (𝕋d) екенін көрсетеміз. α +
d

(p+δ)′
− β > 0 екенін ескере отырып, 

бізде бары 

 

‖𝑓β
(3)‖

𝐵(p+δ)
ατ (𝕋d)

= (∑(2(α,s) ‖∆s(𝑓β
(3))‖

𝐿(p+δ)(𝕋
d)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

≥ 

≥ 𝐶7 (∑(2(α,s)2
(

d
(p+δ)′

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= 

= 𝐶7 (∑(2
(α+

d
(p+δ)′

−β,s)
)

τ∞

s=0

)

1
τ

= +∞, 

 

орындалады, онда 𝑓β
(3)
∉ 𝐵(p+δ)

ατ (𝕋d). 

Осылайша, біз 𝑓β
(3)
∉ 𝐵p

α+ε,τ(𝕋d) ∪ 𝐵(p+δ)
ατ (𝕋d) екенін көрсеттік. 

Теорема толық дәлелденді. 

 

Қорытынды 

К.А. Бекмаганбетов, Қ.Е. Кервенев және Е. Төлеуғазының [12] мақаласында басым аралас 

туындысы және аралас метрикасы бар Никольский–Бесов кеңістіктері және анизотропты Лоренц 

кеңістіктері үшін енулері алынды. Ұсынылған жұмыста жоғарыда көрсетілген теоремалардағы 

параметрлердің жетілдірілмейтіндігі көрсетілді. Осыны көрсетуге біз сол жақтағы енулердегі 

кеңістіктер үшін шекті функцияларды құрамыз және олар оң жақтағы енулерде «сәл ғана 

жіңішкертілген» кеңістіктерде жатпайтындығы көрсетілген. 
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