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ЦИРКУЛЯЦИЯ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКИХ МАСС 

САТЕЛЛИТОВ МОДЕЛЕЙ ПРОСТЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ 
 

Аннотация 

В статье с целью поиска альтернативных механических источников энергии в результате 

кинематического анализа двух математических моделей конструкций простых зубчатых планетарных 

механизмов с вращающимися эксцентрическими массами сателлитов  получены аналитические 

зависимости циркуляции кинетической энергии этих масс в зависимости от скорости вращения водило, 

эксцентрической массы, геометрических размеров механизма и угла поворота водило, а также 

проведен анализ изменения кинетической энергии механизмов  в соответствии с законом сохранения 

момента количества движения в зависимости от изменения момента инерции вращающихся элементов 

механизма в экстремальных положениях. Полученные аналитические зависимости отражают 

циклическое изменение кинетической энергии эксцентрических масс за период вращения механизма.  

Результаты работы применимы для проектирования простых планетарных механизмов как в плане 

оценки влияния эксцентрических масс сателлитов на вибрацию механизмов, так и в плане 

проектирования альтернативных планетарных передаточных механизмов для энергетических 

установок. 

Ключевые слова: Кинематический анализ, механизм с эксцентрическими массами, планетарный 

механизм, циркуляция кинетической энергии, момент количества движения. 
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ҚАРАПАЙЫП ПЛАНЕТАРЛЫҚ МЕХАНИЗМДЕР МОДЕЛЬДЕРІ ЭКЦЕНТРИКАЛЫҚ 

МАССАЛАРЫНЫҢ КИНЕТИКАЛЫҚ ЭНЕРГИЯСЫНЫҢ АЙНАЛЫМЫ 
 

Аңдатпа 

Мақалада механикалық энергияның баламалы көздерін табу мақсатында, екі математикалық 

моделін кинематикалық талдау нәтижесінде спутниктердің айналмалы эксцентрлік массалары бар 

қарапайым тісті планетарлық механизмдердің конструкциясы, тасымалдаушының айналу 

жылдамдығына, массаның айналу бұрышының геометриялық және геометриялық механизмінің 

өлшеміне байланысты осы массалардың кинетикалық энергиясының циркуляциясының аналитикалық 

тәуелділіктері. тасымалдаушы алынады, сонымен қатар шеткі позициялардағы механизмнің айналу 

элементтерінің инерция моментінің өзгеруіне байланысты бұрыштық импульстің сақталу заңына 

сәйкес механизмдердің кинетикалық энергиясының өзгеруіне талдау жүргізіледі. Алынған 

аналитикалық тәуелділіктер механизмнің айналу периодындағы эксцентрлік массалардың 

кинетикалық энергиясының циклдік өзгеруін көрсетеді. Жұмыстың нәтижелері қарапайым 

планетарлық механизмдерді жобалау үшін спутниктердің эксцентрлік массаларының механизмдердің 

діріліне әсерін бағалау тұрғысынан да, электр станциялары үшін альтернативті планетарлық беріліс 

механизмдерін жобалау тұрғысынан да қолданылады. 

Түйін сөздер: Кинематикалық талдау, эксцентрлік массалары бар механизм, планетарлық 

механизм, кинетикалық энергияның айналымы, бұрыштық импульс. 
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CIRCULATION OF KINETIC ENERGY OF ECCENTRIC MASSES OF SATELLITES OF 

MODELS OF SIMPLE PLANETARY MECHANISMS 
 

Abstract 

In the article, with the aim of finding alternative mechanical energy sources, as a result of kinematic analysis 

of two mathematical models of the designs of simple toothed planetary mechanisms with rotating eccentric 

masses of satellites, analytical dependencies of the circulation of the kinetic energy of these masses depending 

on the rotation speed of the carrier, the eccentric mass, the geometric dimensions of the mechanism and the 

angle of rotation of the carrier are obtained, and an analysis of the change in the kinetic energy of the 

mechanisms in accordance with the law of conservation of angular momentum depending on the change in the 

moment of inertia of the rotating elements of the mechanism in extreme positions is also carried out. The 

obtained analytical dependences reflect the cyclic change of the kinetic energy of the eccentric masses during 

the period of rotation of the mechanism. The results of the work are applicable for designing simple planetary 

mechanisms both in terms of assessing the influence of the eccentric masses of the satellites on the vibration 

of the mechanisms and in terms of designing alternative planetary transmission mechanisms for power plants. 

Keywords: Kinematic analysis, mechanism with eccentric masses, planetary mechanism, circulation of 

kinetic energy, angular momentum.  

 

Введение  

Разработка альтернативных энергетических экологически чистых установок является 

весьма актуальной проблемой.  Одним из путей создания альтернативных энергетических 

установок является использование известного эффекта циркуляции мощности, создаваемой 

эксцентрическими массами сателлитов планетарных механизмов. В этой связи исследования 

циркуляции кинетической энергии эксцентрических масс сателлитов планетарных 

механизмов являются актуальными. Известны вибрационные машины, широко применяемые 

в строительной индустрии. Принцип работы которых основан на использовании в качестве 

вибрационного привода вращающихся эксцентрических масс, которые создают вибрацию за 

счет   центробежных сил инерции [1]. Теоретические и экспериментальные исследования этих 

механизмов показали наличие циркуляции мощности, которая в одном полупериоде вращения 

нагружают привод, а в другом полупериоде разгружает привод [2, 3], а также возможность 

возрастания амплитуды вибраций за счет резонанса в зависимости от частоты вращения 

привода [4]. В последние годы появились разработки, использующие отмеченные эффекты 

для создания конструкций инерционных приводов для энергетических и силовых машин [5, 

6]. В работе [7] проведен анализ одной из возможных кинематических схем зубчатого 

планетарного механизма с эксцентрической массой и показано влияние циркуляции 

кинетической энергии эксцентрической массы на динамику механизма. В статье [8] показана 

картина циркуляции кинетической энергии в сателлитах зубчатых механизмов даже без 

эксцентрической массы и сделано заключение, что изменение кинетической энергии связано 

с работой внешних сил, которые дополнительно нагружают конструкцию сателлитов. В 

научных работах зарубежных ученых [9-11] уделяется большой научный интерес к вопросу 

исследования планетарных механизмов в плане влияния эксцентрических масс на динамику 

этих механизмов. Задачей данной работы является анализ циркуляции кинетической энергии 

эксцентрических масс сателлитов двух разных конструкций простых планетарных 

механизмов. 
 

Методология исследования 

Для анализа циркуляции кинетической энергии эксцентрической массы сателлита 

рассмотрим вариант конструкции простого планетарного механизма, схема которого 

представлена на рисунке 1. Механизм состоит из жестко закрепленной солнечной шестерни 1 

радиусом r0,  вращающегося с постоянной угловой скоростью ωН вокруг неподвижного центра 
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О  водило 2 радиусом R2 , который через шарнир в точке О1 приводит в движение 

обкатывающего шестерню 1 сателлит 3 радиусом r1 с закрепленной на расстоянии R1 

эксцентрическая масса m. При этом сателлит 3 вращается с угловой скоростью ω1 

относительно центра О1. Эксцентрическая масса m совершает сложное движение – 

относительное вокруг  центра О1 и переносное вокруг центра О. 
 

 
 

Рисунок 1. Схема механизма 
 

Для сравнения картины циркуляции кинетической энергии эксцентричных масс сателлитов 

проанализируем модифицированную конструкцию планетарно-зубчатого механизма со 

спаренными сателлитами, схема которой представлена на рис. 2. 
 

 
Рисунок 2. Схема планетарного механизма со спаренными сателлитами 

 

Механизм состоит из жестко закрепленной солнечной шестерни 1 радиусом r0,  
вращающегося с постоянной угловой скоростью ωН вокруг неподвижного центра О  водило 2 

радиусом R2 , который через шарнир в точке О1 приводит в движение обкатывающего 

шестерню 1 сателлит 3 радиусом r1, а также через шарнир в точке О2 дополнительный 

находящийся в зацеплении с сателлитом 3 сателлит 4 с закрепленной на расстоянии R1 

эксцентрическая масса M. При этом сателлит 3 вращается с угловой скоростью  ω1  

относительно центра О1, а сателлит 4 вращается с угловой скоростью ω2. Эксцентрическая 

масса M совершает сложное движение – относительное вокруг  центра О2 и переносное вокруг 

центра О. 
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Теория. Анализ механизма, схема которого представлена на рисунке 1. Рассмотрим 

движение эксцентрической массы M.  При соответствующих радиусах колес r0 и r1, радиус R2 

= (r0 + r1) и угловая скорость сателлита 3  
 

𝜔1 =
𝑟0

𝑟1
𝜔𝐻.                                                       (1) 

 

Угол поворота сателлита β будет связан с углом поворота водила α аналогичной 

зависимостью  
 

𝛽 =
𝑟0

𝑟1
𝛼.                                                               (2) 

 

Движение центра массы M  будет совершать перемещение по траектории L. Радиус вектор 

R этой траектории по модулю можно определить по следующей зависимости 
 

𝑅 =  √𝑅1
2 + 𝑅2

2 − 2𝑅1𝑅2 cos 𝛾,                                          (3) 

где 𝛾 = 𝜋 − 𝛽. 

Линейная скорость центра масс M относительного движения будет пропорциональна 

угловой скорости ω1 и радиусу R1, то есть 
 

𝑉1 = 𝜔1𝑅1.                                                           (4) 
 

Линейная скорость центра масс  M  переносного движения будет равна 
 

        𝑉2 = 𝜔Н𝑅 .                                                            (5) 
 

Суммарная скорость точки центра масс M будет определяться векторной суммой 

относительной скорости V1  и переносной скорости  V2 , а по модулю она будет равна 
 

𝑉 = √𝑉1
2 + 𝑉2

2 − 2 𝑉1𝑉2 cos 𝛾.                                             (6) 
 

Кинетическая энергия эксцентрической  массы M 
 

Т = 0,5𝑀𝑉2.                                                           (7) 
 

Так как кинетическая энергия движения эксцентрической  массы M в зависимости от угла 

α  поворота водило 2 является величиной не постоянной в связи с изменением радиус вектора 

R и, соответственно переносной скорости V2 , то будет переменное поле кинетической энергии. 

Подставляя в формулу (7) выражение (6) и, учитывая зависимости (1) – (5), получим 

зависимость кинетической энергии от угла поворота α водило 2 
 

𝑇 = 0,5 𝑀𝜔𝐻
2𝑅2

2 {1 + 𝐴2(1 + 𝐵2) + 2𝐴cos(𝐵𝛼) [1 + 𝐵(1 + 𝐴2 + 2𝐴cos(𝐵𝛼))
0,5
]  },        (8) 

где  𝐴 = 𝑅1 𝑅2⁄ ,   𝐵 = 𝑟0 𝑟1⁄ . 
 

На рисунке 3 представлены графики зависимости кинетической энергии от угла α поворота 

водило за один оборот вычисленные по формуле (8) при r0 = r1 = 0,03м,  ωH=50 с-1, R2=0,06м, 

m=0,5 кг, при разных значениях угловой скорости водило: при  R1=0,05м – сплошная линия, 

при R1=0,03м - точечная линия и при R1=0,01м - пунктирная линия. 

Из графика рисунка 2 видно, что максимальное значение кинетической энергии 

эксцентрической массы сателлита при положении механизма при максимальном значении 

переменного R. Следует отметить, что при этом положении механизма, очевидно,  будет и 

максимальный момент инерции. 
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Рисунок 3. График зависимости кинетической энергии  

эксцентиреской массы сателлита от угла поворота водило 
 

Также графики показывают возрастение отношения максимальных значений кинетической 

энергии к их минимальным значением при увеличении эксцентриситета R1  массы М. 

Анализ механизма, схема которого представлена на рисунке 2. Рассмотрим движение 

эксцентрической массы M механизма, схема которого представлена на рисунке 2.  При 

соответствующих радиусах колес r0 , r1   и r2, радиус R2=(r0 + 2r1+ r2) и угловая скорость 

сателлита 3 и сателлита 4 
 

𝜔1 =
𝑟0

𝑟1
𝜔𝐻,    𝜔2 =

𝑟0

𝑟2
𝜔𝐻.                                                 (9) 

 

Угол поворота сателлита 4 β будет связан с углом поворота водила α аналогичным 

соотношением угловых скоростей зависимостью  
 

𝛽 =
𝑟0

𝑟2
𝛼.                                                               (10) 

 

Движение центра массы M  будет совершать перемещение по траектории L. Радиус вектор 

R этой траектории  можно определить по следующей зависимости 
 

𝑅 =  √𝑅1
2 + 𝑅2

2 − 2𝑅1𝑅2 cos 𝛾,                                          (11) 

где 𝛾 = 𝜋 − 𝛽. 

Линейная скорость центра масс M относительного движения будет пропорциональна 

угловой скорости ω1 и радиусу R1, то есть 
 

𝑉1 = 𝜔2𝑅1.                                                           (12) 
 

Линейная скорость центра масс  M  переносного движения будет равна 
 

        𝑉2 = 𝜔Н𝑅 .                                                           (13) 
 

Суммарная скорость точки центра масс M будет определяться векторной суммой 

относительной скорости V1  и переносной скорости  V2 , а по модулю она будет равна 
 

𝑉 = √𝑉1
2 + 𝑉2

2 − 2 𝑉1𝑉2 cos 𝛿.                                             (14) 
 

𝛿 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠{(𝑅1 𝑅2⁄ + cos 𝛽) [1 + (𝑅1 𝑅2⁄ )2 + 2𝑅1 𝑅2⁄ cos𝛽]0,5⁄ }.                            (15) 
 

Кинетическая энергия эксцентрической  массы M  
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Т = 0,5𝑀𝑉2.                                                             (16) 
 

Так как кинетическая энергия движения эксцентрической  массы M в зависимости от угла 

α  поворота водило 2 является величиной не постоянной в связи с изменением радиус вектора 

R и, соответственно переносной скорости V2 , то будет переменное поле кинетической энергии. 

Подставляя в формулу (16) выражение (14) и, учитывая зависимости (9) – (13), получим 

зависимость кинетической энергии эксцентрической массы от угла поворота α водило 2 
 

𝑇 = 0,5 𝑀𝜔𝐻
2𝑅2

2[1 + 𝐶2(1 + 𝐷)2 + 2𝐶 (1 + 𝐷) cos 𝛿] ,                     (17) 
 

где 𝐶 = 𝑅1 𝑅2⁄ ,   𝐷 = 𝑟0 𝑟2⁄ . 

На рисунке 4 представлены графики зависимости кинетической энергии от угла α поворота 

водило за один оборот вычисленные по формуле (17) с учетом зависимости (15) при r0 = r1 = r2 

= 0,03м, ωH=50 с-1, R2=0,12м,M =0,5 кг, при разных значениях R1: при  R1=0,05м – сплошная 

линия,    при R1=0,03м - пунктирная линия и при R1=0,01м штрих пунктирная линия. 
 

 
 

Рисунок 4. График зависимости кинетической энергии эксцентиреской массы сателлита от угла 

поворота водило для механизма со спаренными сателлитами 
 

Графики аналитической зависимости кинетической энергии рисунка 4 показывают 

возрастание  амплитуды циркуляции с увеличением эксцентриситета R1 массы М.  

При идеальной балансировки колеса 4 (рисунок 2), то есть при R1=0 циркуляция 

кинетической энергии массы М не будет, так как зависимость  (17) принимает вид 
 

 𝑇 = 0,5 𝑀𝜔𝐻
2𝑅2

2 .                                                                    (18) 
 

Для анализа влияния  циркуляции кинетической энергии важно знать степень изменения 

угловой скорости вращения. Это связано с тем, что мощность вращательных приводов 

определяется произведением крутящего момента на угловую скорость. Циркуляцию 

кинетической энергии эксцентрической массы М анализируемых механизмов можно также 

показать аналогично [7] в соответствии с законом сохранения момента количества движения. 

Для данного механизма (рисунок 1) в силу закона сохранения момента количества 

движения (𝐽𝜔 = const, где 𝐽 – суммарный момент инерции системы) угловые  скорости 

вращения подвижных звеньев не будут постоянными из-за изменения момента инерции 

эксцентрической массы сателлитов.  Суммарный момент инерции вращающихся элементов 

механизма (рис.1) относительно центра вращения О можно определить по известным 

зависимостям 

𝐽 =  ∑ 𝐽𝑛 +  𝑚𝑅
2,                                                             (19) 

 

где ∑𝐽𝑛 – суммарный момент инерции составляющих звеньев механизма с постоянным 

моментов инерции,  𝑚𝑅2 – приведенный момент инерции центра масс, который изменяется в 
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зависимости от значения R. Из выражения (3) для механизма с одним сателлитом (рис.1) 

видно, что радиус вектор центра масс   изменяется в пределах   (𝑅1 + 𝑅2) < 𝑅 < (𝑅2 − 𝑅1), что 

позволяет определить минимальное и максимальное значения суммарного момента инерции. 
   

𝐽𝑚𝑎𝑥 ,𝑚𝑖𝑛 = ∑ 𝐽𝑛 +𝑚𝑅(1 + 𝑏) + [ 𝑅2 ± 𝑅1]
2.                                       (20) 

 

Таким образом, в соответствии с законом сохранения момента количества движения,  

угловая скорость в положении механизма с минимальным моментом инерции будет 

максимальна и, наоборот – в положении механизма с максимальным моментом инерции 

угловая скорость будет минимальна, то есть  𝐽𝑚𝑎𝑥𝜔𝑚𝑖𝑛 = 𝐽𝑚𝑖𝑛𝜔𝑚𝑎𝑥. Из этого выражения, 

учитывая (20), определим максимальную угловую скорость 
 

𝜔𝑚𝑎𝑥 = 𝜔𝑚𝑖𝑛
∑𝐽𝑛+𝑚[𝑅2+𝑅1]

2

∑𝐽𝑛+𝑚[𝑅2−𝑅1]2
  .                                                      (21) 

 

Это означает, что угловая скорость в процессе движения механизма в каждом цикле  

вращения будет импульсно меняться от максимального значения до минимального и обратно. 

Соответственно будет импульсно изменяться кинетическая энергия механизма. Определим 

кинетические энергии механизма T1 в положении механизма с максимальным радиус вектором 

R и T2 в положении механизма с минимальным радиус вектором R, которые по известным 

зависимостям можно записать в виде 
 

𝑇1 =
1

2
𝐽max  𝜔𝑚𝑖𝑛

2 =
1

2
{∑ 𝐽𝑛 +𝑚[𝑅2 + 𝑅1]

2}𝜔𝑚𝑖𝑛
2 ,                                     (22) 

 

𝑇2 =
1

2
𝐽𝑚𝑖𝑛  𝜔𝑚𝑎𝑥

2 =
1

2
{∑ 𝐽𝑛 +𝑚[𝑅2 − 𝑅1]

2}𝜔𝑚𝑎𝑥
2 .                                    (23) 

Подставим в выражение (23) значение (21) и, учитывая зависимость (22) получим  
 

𝑇2 = 𝑇1 
∑ 𝐽𝑛+𝑚[𝑅2+𝑅1 ]

2

∑𝐽𝑛+𝑚[𝑅2−𝑅1]2
 .                                                              (24) 

 

Выражение (24) показывает степень изменения кинетической энергии механизма при 

переходе его из положения с максимальным радиус вектором R в положение с минимальным 

радиус вектором R, а также существенного влияния на циркуляцию этой энергии суммарного 

момента инерции составных звеньев механизма. Для механизма со спаренными сателлитами 

(рис. 2) картина импульсного изменения кинетической энергии будет аналогична описанной 

выше. 

 

Результаты исследования 

 Полученные аналитические зависимости циркуляции кинетической энергии 

эксцентрической массы М исследуемых механизмов показывают пропорциональную 

зависимость степени этой циркуляции от квадратов угловой скорости водила и соотношения 

геометрических размеров механизмов. Эта циркуляция также показана из анализа в 

соответствии с законом сохранения момента количества движения из-за изменения момента 

инерции механизмов за счет переменных положений его эксцентрических масс. При этом 

происходит соответственное импульсное увеличение скорости вращения водила 4.  

Особенностью механизма с двумя сателлитами (рисунок 2) в том, что направление 

вращения сателлита 4 механизма не совпадает с направлением вращения водила 2.  Поэтому 

описание картины импульсного изменения кинетической энергии будет несколько иной, 

требующей учета влияния гироскопического эффекта. Рассмотрение этого эффекта будет 

проведено после комплексных экспериментальных исследований механизма со спаренными 

сателлитами и выходит за рамки этой статьи. 
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Дискуссия  

Полученные зависимости циркуляции кинетической энергии эксцентрических масс 

сателлитов разных моделей простых планетарных механизмов показывают разную картину 

изменения кинетической энергии. Таким образом, конструкция планетарного механизма 

влияет на циркуляцию кинетической энергии, и соответственно мощности. Кроме того, 

графики циркуляции кинетической энергии имеют симметричных характер. В работах [5] 

авторами показано использование циркуляции мощности за счет использования обгонных 

муфт, а авторы работы [6] используют эффект циркуляции мощности за счет создания 

асимметричности периодов изменения кинетической энергии. Перспектива использования 

результатов и методологии данной работы связаны с разработкой конструкций и способов 

оптимизации эффекта циркуляции кинетической энергии эксцентрических масс сателлитов с 

минимальной нагрузкой на привод и максимальной мощности на выходном валу. 
 

Выводы  

Полученные аналитические зависимости линейных скоростей и циркуляции кинетической 

энергии эксцентрических масс сателлитов будут весьма полезны для динамического анализа 

исследованных конструкций планетарных механизмов и оптимизации геометрических 

параметров (соотношения диаметров колес) этих механизмов в соответствии с 

технологическими целями их использования. В продолжении данной работы изготавливаются 

экспериментальные стенды с целью сопоставления опытных данных с аналитическими 

зависимостями.  
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