
ВЕСТНИК КазНПУ им. Абая, серия «Физико-математические науки», №2(94), 2026 г. 

64  

МРНТИ 27.25.19  

https://doi.org/10.51889/2959-5894.2026.94.2.006 

 

А.Б. Утесов* , Г.И. Утесова 
 

Актюбинский региональный университет имени К.Жубанова, г.Актобе, Казахстан 
*e-mail: adilzhan_71@mail.ru 

 

О ДИСКРЕТИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  

ИЗ КЛАССА  НИКОЛЬСКОГО - БЕСОВА  
 

Аннотация 

Цель настоящего исследования заключается в построении конечного объекта (оператора 

дискретизации), который с любой точностью приближает решение уравнения теплопроводности  с  

начальным условием из  многомерного  функционального класса  Никольского - Бесова в некоторой 

метрике.  Методология исследования основана на известных утверждениях теории приближений. 

Актуальность проведенного здесь исследования  объясняется следующими обстоятельствами: во - 

первых, в данной статье для представимого в виде абсолютно сходящегося кратного  функционального 

ряда и принадлежащего периодическому классу Никольского - Бесова решения уравнения 

теплопроводности предложен  с любой точностью приближающий   его оператор дискретизации, 

который  построен по  значениям  начального условия в точках равномерной сетки единичного куба;   

во - вторых,  доказано, что любой оператор дискретизации, построенный по заданному конечному 

набору значений определенных на рассматриваемом функциональном классе линейных функционалов 

не улучшает порядок погрешности, полученной при  приближении решения предложенным 

оператором дискретизации.   

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, оператор дискретизации, порядок погрешности, 

начальное условие, линейные функционалы, класс Никольского - Бесова. 
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ЖЫЛУӨТКІЗГІШТІК ТЕҢДЕУІНІҢ  НИКОЛЬСКИЙ - БЕСОВ КЛАСЫНА ТИЕСІЛІ 

ШЕШІМІН ДИСКРЕТТЕУ ТУРАЛЫ   

 

Аңдатпа 

Осы зерттеудегі мақсат – алғашқы шарты көпөлшемді Никольский - Бесов  класында жататын 

жылуөткізгіштік теңдеуі шешімін  қандай да бір метрикада кез келген дәлдікпен жуықтайтын ақырлы   

объектіні  (дискреттеу операторын) құру. Зерттеу әдістемесі  жуықтаулар теориясының белгілі 

тұжырымдарына сүйенеді. Осында жүргізілген зерттеудің  өзектілігі  келесі жайттармен түсіндіріледі: 

біріншіден, бұл мақалада жылуөткізгіштік теңдеуінің  абсолютті  жинақталатын  еселі  функционалдық  

қатар түрінде болатын  және периодты  Никольский - Бесов класында жататын  шешімін  кез келген 

дәлдікпен жуықтайтын, алғашқы шарттың бірлік кубтың біркелкі торының нүктелеріндегі мәндері 

бойынша құрылған дискреттеу операторы ұсынылған; екіншіден, қарастырып отырған  функциялық 

класта анықталған сызықтық функционалдар  мәндерінің алдын - ала берілген  ақырлы жиынтығы 

бойынша құрылған кез келген дискреттеу операторы  шешімді ұсынылған  дискреттеу операторымен 

жуықтауда пайда болатын  қателікті  реті бойынша жақсартпайтыны дәлелденген.  

Түйін сөздер: жылуөткізгіштік теңдеуі, дискреттеу операторы, қателік реті, алғашқы шарт, 

сызықтық функционалдар, Никольский - Бесов класы. 
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ON THE  DISCRETIZATION OF THE HEAT EQUATION SOLUTION   

FROM NIKOL’SKII - BESOV  CLASS  

 

Abstract 

The aim of this study is to construct a finite object (discretization operator) that approximates with any 

accuracy the solution of the heat equation with an initial condition from  the multidimensional Nikol’skii - 

Besov  functional class in a certain metric. The research methodology is based on well-known statements of 

approximation theory. The relevance of the study carried out here is explained by the following circumstances: 

firstly, in this article, for a solution of the heat equation representable in the form of an absolutely convergent 

multiple functional series and belonging to the periodic Nikol’skii - Besov  class, a discretization operator 

approximating it with any accuracy is proposed, constructed from the values of the initial condition at the 

points of a uniform grid of the unit cube;  secondly, it is proven that any discretization operator constructed 

from a given finite set of values of linear functionals defined on the functional class under consideration does 

not improve the order of the error obtained when approximating the solution by the proposed discretization 

operator.   

Keywords: heat equation, discretization operator, error order, initial condition, linear functionals, 

Nikol’skii - Besov  class. 

 

Введение 

Основные положения. В статье рассмотрена задача оптимальной дискретизации решения 

уравнения  теплопроводности  с начальным условием f
 
из класса Никольского – Бесова. 

Погрешность дискретизации оценена в метрике пространства ., qL  Результатом данного 

исследования является построение оптимального оператора дискретизации по значениям f  

в точках равномерной сетки куба .]1,0[ s    

 

Впервые задача  дискретизации  решения уравнения теплопроводности была рассмотрена 

китайскими математиками Хуа Ло Кеном и Вань Юанем [1, с. 217- 219]. Они  доказали, что 

решение  );,( fxtuu =  уравнения теплопроводности 
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абсолютно сходящегося кратного ряда  
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и оценили сверху погрешность отклонения от );,( fxtuu =  
оператора  дискретизации,  

построенного  по оптимальным параллелепипедальным  сеткам. Затем эта задача при 

различных функциональных классах, содержащих начальные условия )();,0( xffxu =  и 

обеспечивающих абсолютную сходимость ряда (1) изучалась в работах казахстанских 

математиков  в рамках общей постановки задачи восстановления по конечной числовой 

информации об исследуемом объекте (см., например, [2-5] и библиографии в них).  

Приведем в рамках общей постановки, изложенной в [3], определения вычислительного 

агрегата, точного порядка оптимального восстановления, оптимального вычислительного 

агрегата. Пусть даны натуральное число N , нормированные  пространства X  и Y   числовых 
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функций, определенных  на множествах     и 
1


 
соответственно, функциональный класс 

,XF   отображение  ,: YFT   
 
и функция 

,CC:);,...,(
11 → N

NNN yzz
 

которая при каждом фиксированном ),...,(
1 N

zz  как функция от переменной y   

принадлежит пространству ,Y  и пусть через )(Nl  обозначен  −N  мерный вектор 

)( )()1(
,...,

N
NN
ll

 

с  функционалами  C.:,...,C: )()1( →→ FlFl N
NN

   

Определение 1. Для заданной пары )( ,
)(

N

Nl   числовая функция 

));(),...,(( )()1( yflfl N
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от переменной y  называется  вычислительным агрегатом.  

Для положительных последовательностей 
1

}{
nna  и 

1
}{

nnb  запись nn ba   будет 

означать существование некоторой независящей от Nn  величины 0С  такой, что 

nn ba C  для всех  N.n  При этом значения 0С  в разных выражениях могут быть 

различными. А одновременное выполнение соотношений  nn ba 

 

и nn ab    записывается 

в виде .nn ba     

Далее, для заданных 
N
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 Определение 2. Положительная  последовательность 
1

}{
NN  такая, что 

                                                           
NNN Y

FTD  ),,(
                                                         

(3) 

называется точным порядком оптимального восстановления. 

 Определение 3. Вычислительный агрегат ,));(
~

),...,(
~

(~)~~
( )()1()(

,  flfll N
NNNN

N   

реализующий соотношение  (3), называется оптимальным.   

 Конкретизируя  в (2) класс ,F пространство ,Y отображение YFT :  
и множество 

N
D получаем различные задачи оптимального восстановления. Если в качестве отображения

T  рассматривается решение какого - либо уравнения в частных производных, то вместо 

терминов «восстановление» и «вычислительный агрегат» используются термины 

«дискретизация» и «оператор дискретизации» соответственно (см., например, [2], [6 - 8]). В 

случае );()( fuTf =  
придем к задаче оптимальной дискретизации решения уравнения 

теплопроводности   с начальным условием  из класса F  операторами  дискретизации  

NN

N Dl ),( )(    в метрике пространства .Y   

В [2] при 
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установлено соотношение (определение 

класса r

,2
B

 
и пространства 

qL ,

 
приведены ниже).
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При этом точный порядок (4) реализуется оператором дискретизации, построенной по 

коэффициентам Фурье  начального условия. 

В данной работе доказано, что оператор дискретизации ,)~~
( ,
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построенный по 

значениям начального условия   f  в  заданных  точках 
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 единичного куба s]1,0[

также реализует точный порядок (4). 

 

Методология исследования 

Приведем  необходимые  обозначения, определения  класса r

,2
B   и  пространства ,
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также  вспомогательные утверждения.   
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Лемма 1. Если ,2/sr 

 
то для каждой функции rf
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Фурье 


s

Zm

xmi
emf

),(2
)(ˆ

 сходится абсолютно при любом методе суммирования.  
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Доказательство.  Применяя  неравенство  Гёльдера  для  конечной  суммы 
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Лемма 2 (см. [2], Лемма В). Пусть дано целое положительное число .s  Для всякой 1- 
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Результаты исследования  
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Справедлива следующая  

Теорема. Пусть даны  1,2,N qs  и пусть
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По леммам  1 и 2  имеет место равенство  

.)(ˆ);,( ),(2),(
2

4

Z

xmitmm

s
m

eemffxtu −



=
 

Поэтому, в силу  равенств (7)  и  Леммы 3 имеем    

=− ),)(~~
();,( ,

)( xtlfxtu
N

N   

      
+=

−




),(2),(24

П

)(ˆ
xmitmm

K
m

eemf
     

                          

.}),...,(ˆ{ ),(2),(
2

4

П \Z
11

xmitmm

K
m s

n
ss

eemKnmKnf 



−

 

  ++−+               (8) 

Далее, применяя  равенство  Парсеваля,  для каждого ),0[ t   получаем   
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В работе [10, с. 49  и с. 54] для  функции f   из обобщенного класса Никольского r
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где через )(
r
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Используя неравенство Гёльдера, в силу  включения rrr
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откуда,  принимая во внимание  условие  ,2/sr 
 
получаем 
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Ясно, что  
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Для каждого ,...2,1=i   имеет место включение (см., например, [10, с. 51]) 
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Поэтому,  продолжая  неравенства (16) и повторяя проведенные выше  рассуждения, придем 
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Из неравенств  (15), (17) и  (14) следует   
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При ],2[ q  имеет место неравенство (см., например,  [11, с. 93]) 
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что совместно с 

неравенством  (19) приведет к (6).   

 

Обсуждение 

Данное исследование можно продолжить рассматривая задачу нахождения предельной 

погрешности оптимального оператора дискретизации )~,
~

( )(
N

Nl   (определение предельной 

погрешности  можно найти, например, в [3]). 

 

Заключение 

Согласно сформулированной и доказанной выше теореме можно сделать следующий 

вывод:  
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Оператор дискретизации 
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является оптимальным при приближении решения );,( fxtuu =  уравнения 

теплопроводности с начальным условием из класса Никольского – Бесова операторами 

дискретизации 
NN

N Ll ),( )(     в метрике пространства .,qL   
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