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ЗАМЫКАНИЕ ФИНИТНЫХ ФУНКЦИЙ В ОДНОМ ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ  
ТИПА СОБОЛЕВА 

 
Аннотация 

Описание замыкания финитных или гладких финитных функций в функциональных пространствах являются 

классическими задачами теории функциональных пространств. Эта задача имеет важное место в гладких 

функциональных пространствах, таких как пространства Соболева, Никольского, Бесова и в их различных 

обобщениях. Обычно, в невесовом пространстве гладких функций множество финитных функций, вообще 

говоря, неплотно. Но в весовом пространстве гладких функций, например, в весовом пространстве Соболева, при 

сильном вырождении веса множество финитных функций может оказаться плотным.   

Поэтому важным вопросом является задача о характеризации замыкания финитных функций в 

рассматриваемом весовом пространстве. Здесь рассматривается весовое пространство типа Соболева второго 

порядка с тремя весами и в нем описывается замыкание множества функции с компактными носителями.   

Ключевые слова: финитная функция, пространство Соболева, замыкание, плотность, носитель функции, 

функционал. 
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СОБОЛЕВ ТИПТЕС  САЛМАҚТЫ КЕҢІСТІКТЕГІ ФИНИТТІ ФУНКЦИЯНЫҢ ТҰЙЫҚТАМАСЫ 

 

Функционалдық кеңістіктердегі финитті немесе тегіс финитті функциялардың тұйықтамасының сипаттамасы 

функционалдық кеңістіктер  теориясының классикалық есептері болып табылады. Бұл есеп Соболев, 

Никольский, Бесов кеңістіктері секілді тегіс  функционалдық кеңістіктерде және олардың әртүрлі 

жалпыламаларында  маңызды орын алады. Әдетте, тегіс функциялардың салмақсыз кеңістігінде финитті 

функциялар жиыны, жалпы алғанда, тығыз емес. Бірақ, тегіс функциялардың салмақты кеңістігінде, мысалы, 

Соболев салмақты кеңістігінде салмақтың қатты өзгешеленуіне байланысты финитті функциялар жиыны тығыз 

болуы мүмкін.  

Сондықтан, қарастырылып отырған салмақты кеңістікте финитті функциялардың тұйықтамасының 

сипаттамасы туралы есеп маңызды мәселе болып табылады.  Мұнда  екінші ретті үш салмақты Соболев типті 

кеңістік қарастырылады және бұл кеңістікте  компакт тұрағы бар функциялар жиынының тұйықтамасы 

сипатталады. 

Түйін сөздер: финитті функция, Соболев кеңістігі, тұйықтама, тығыздық, функция тұрағы, функционал. 

 
Abstract 

CLOSURE OF FINITE FUNCTIONS IN ONE WEIGHT SOBOLEV TYPE SPACE 

Adiyeva A.1, Baiarystanov A.1 

1 L. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan 

 
The description of the closure of  finite or smooth finite functions in functional spaces are classical tasks of functional 

space theory. This task is important in smooth functional spaces such as those of Sobolev, Nikolski, Besov and in their 

various generalizations. Usually, in a weightless space of smooth functions, the set of compactly finite functions, generally 

speaking, is not dense. But in the weighted space of smooth functions, for example, in the Sobolev weighted space, with 

strong degeneracy of the weight, many compactly finite functions can be dense.  

Therefore, an important issue is the problem of characterizing the closure of compactly finite functions in the weight 

space under consideration. Here we consider a weighted space of Sobolev type of the second order with three weights 

and it describes the closure of the set of functions with compact supports. 

Keywords: finite function, Sobolev space, closure, density, support of a function, functional. 
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Лемма 1 доказана. 
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(19) 

Следовательно, функция h  является обобщенным решением уравнения                      

                                                 .0)()( 22 


thDthD
rr

                                                     (20) 

Общее решение уравнения (20) имеет вид 
 

                                                    


t

T

dxxrth ,)()( 1

10
                                                       (21)  

где .),( 2

10
R   

В случае (12) из (21) следует, что ,0
10
   так как в силу (12), постоянная функция и функция 




t

T

dxxr )(1  не принадлежат пространству )('1,' Tvp
IL p

. Таким образом, 0h
 
и функционал BF

 

имеет 

вид )()()( 1

10
TfDTffF

r
 

 

для )(2

,
rWf

vp
 . Откуда 0)( fF

 

для ).(2

,
rLWf

vp
  Следовательно, для 

всех, ),(,0)(, 2

,
rLWffFBF

vp
  т.е. )()( 2

,

2

, rLWrW
vpvp 



 
и выполнено (13).  

Рассмотрим случай (11). Откуда следует, что функция 


t

T

dxxr )(1  не принадлежит пространству 

).('1,' Tvp
IL p

 Так как ),('1,' Tvp
ILh p  то в (21) 0

1


 
и 0

)( th . Тогда, в силу (18), BF  имеет вид 

).(),()()()( 2

,

1

10

2

0
rWfTfDTfdttfDfF

vpr

T

r
 



  

Тогда 

                                     
).(',)()( 2

,

2

0
rWLRfdttfDfF

vp

T

r
 



                                          (22)  

Но, для )(' 2

,
rWLRf

vp


 

0)()( 11  TfDfD
rr

, т.е. 0)()()( 112 


TfDfDdttfD
rr

T

r
, поэтому из 

(22) следует, что для любого  ).(',0)(, 2

,
rWLRffFBF

vp

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Тогда )(')( 2

,

2

, rWLRrW
vpvp 



 
и выполнено (14).  

Пусть, теперь, выполнено (3). В этом случае функция (21) принадлежит пространству )('1,'
IL pvp 

 и 

функционал BF

 

имеет вид 

                 
).(,)()()()( 2

,

21

1

2

0
rLRWfdtTfDdxxrdttfDfF

vpr

T

t

TT

r
 









                        

(23) 

Из условий 0)()( 11  TfDfD
rr

, следует .0)(2 


dttfD

T

r
 )(2

,
rWf

vp
 . Интегрируя второе 

слагаемое в (23) по частям и с учетом 0)()()( 1  fDfTf
r

  имеем   
 

                                








 

t

r

t

T

t
r

T

t

T

dfDdxxrdtTfDdxxr .0)()(lim)()( 2121 
                          

(24) 

Тогда из (23) следует, что для любого ).(,0)(, 2

,
rLRWffFBF

vp
   

Следовательно,  )()( 2

,

2

, rLRWrW
vpvp 



 
и выполнено (15).  

Обращение в нуль последнего предела в (24) следует из следующих соотношений. 
 

,)()()()(
,

2

'

1

'1121

vpr

p

t

p

t

Tt

r

t

T

fDdttvdxxrdfDdxxr













 







   

.)()(lim)()(lim0

'

1

'11

'

1

'

1'1

p

z

p

z

T

z

pp
t

Tz

p

z
dttvdxxrdtdxxrtv












































 














 

Теорема 1 доказана. 
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