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КРИТИКАЛЫҚ ЖАҒДАЙДАҒЫ КВАЗИСЫЗЫҚТЫҚ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 
ЖҮЙЕСІНІҢ ШАРТТЫ-ПЕРИОДТЫ ШЕШІМІНІҢ БАР БОЛУЫ  

 

Аңдатпа 

Сызықтық емес тербелістер теориясында жиілігі өлшемдес емес бірнеше тербелістердің қабаттасып келуі 

нәтижесінде пайда болатын шартты-периодты тербелістермен жиі кездесуге тура келеді. Осындай резонанстық 

жағдайдағы квазисызықтық жүйенің шартты-периодты шешімін табу үдерісі «кішкене бөлім» мәселесін 

туындатады. Бұл мәселе шешімнің бар болуын дәлелдеу мен оны құру есебін қиындата түседі.  

Біздің ұсынып отырған мақаламызда В.И. Арнольдтың, И. Мозердің  және басқа да зерттеушілердің 

жұмыстары негізінде екінші ретті бір критикалық жағдайдағы квазисызықтық дифференциалдық жүйенің 

шартты-периодты шешімінің бар болатындығы дәлелденіп, оны құру жолы көрсетіледі. Шешімді құру 

барысындағы жуықтау тізбегі Н.Н. Боголюбов, Ю.А. Митропольский, А.М. Самойленколар ұсынған үдемелі 

жинақтылық әдіске сүйеніп берілді. Жұмыстың нәтижесін нақты дифференциалдық жүйелердің шартты-

периодты шешімдерін құру үшін пайдалануға болады. 

Түйін сөздер: шартты-периодты, үдемелі жинақтылық, жиілік, кішкене бөлім, резонанс. 

 

Аннотация 
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О СУЩЕСТВОВАНИИ УСЛОВНО-ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЯ 

 
В теории нелинейных колебаний приходится часто втречаться с условно-периодическими колебаниями, 

возникающими в результате наложения нескольких колебаний с несоизмеримыми между собой частотами. При 

отыскании решения резонансной квазилинейной дифференциальной системы в виде условно-периодической 

функции возникает проблема малого знаменателя. Вследствие этого, доказательство существования, а тем более 

построения такого решения является нелегкой задачей.  

В данной статье опираясь на работы В.И. Арнольда, И. Мозера и других исследователей доказано 

существованиие и построено условно-периодическое решение одной квазилинейной дифференциальной системы 

второго порядка в критическом случае. Методом построения последовательности приближения выбран метод 

ускоренный сходимости Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского, А.М. Самойленко. Результат может быть 

применен для построения условно-периодического решения конкретных дифференциальных систем. 

Ключевые слова: условно-периодическое, ускоренная сходимость, частота, малые знаменатели, резонанс. 

 

Abstract 

ON THE EXISTENCE OF A CONDITIONALLY PERIODIC SOLUTION OF A QUASILINEAR SYSTEM 

DIFFERENTIAL EQUATION IN THE CRITICAL CASE  

Suleimenov Zh.1, Kuanysh S.K.1 

1Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan 

 

In the theory of nonlinear oscillations one often encounters conditionally periodic oscillations resulting from the 

superposition of several oscillations with frequencies incommensurable with each other. When finding a solution to a 

resonant quasilinear differential system in the form of a conditionally periodic function, the problem of a small 

denominator arises. Consequently, the proof of the existence and even more the construction of such a solution is not an 

easy task.  

In this article, drawing on the work of V.I. Arnold, I. Moser, and other researchers proved the existence and 

constructed a conditionally periodic solution  of a second-order quasilinear differential system in the critical case. 

Accelerated convergence method by N.N. Bogolyubova, Yu.A. Mitropolsky, A.M. Samoylenko. The result can be 

applied to construct a conditionally periodic solution of specific differential systems. 

Keywords: conditionally periodic, accelerated convergence, frequency, small denominators, resonance. 
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Квазисызықтық дифференциалдық теңдеулер жүйесі берілсін 
 

 xtfAx
dt

dx
,

      
(1) 

 

 21, xxcolonx   ,  kjaA , , 2,1 kj ,       212211 ,,,,,, xxtfxxtfcolonxtf   t  бойынша  

n ,...,, 21 шартты-периодты функция. t  , x  бойынша   qthxCxtD  Im,:, 3

облысында аналитикалық функция. 0det  EA   анықтауышының   жорамал түбірлері бар. 1 , 2  

сандары n ,...,, 21 -сандарымен рационалдық өлшемдес емес,  -кіші параметр. S  матрицасы A  

матрицасын жордандық түрге 

















i

i

J

2

1

0

0





 келтіретін матрица. Демек Syx  ауыстыруы арқылы  

және ASSJ 1  екенін ескеріп, (1) жүйені келесідей жазамыз: 
 

 SytfSJy
dt

dy
,1       (2) 

 

 (1) жүйені (2) түрге келтірілген деп қарастыруымызға болады. (1) жүйенің  шартты-периодты шешімін 

іздеу үшін үдемелі жинақылық итерациялық [5] әдісін пайдаланамыз. (1) жүйенің алғашқы шешімі 

ретінде 
     0;0:0,0 colontx   векторын қарастырамыз. (1) жүйенің бірінші шартты-периодты 

шешімі ретінде  
   ,1 tx  функциясын аламыз. Онда 

   ,1 tx -ке қатысты жүйе мына түрде болады:  
 

                 0110
1

,,
,

xttxtPJ
dt

tdx



 ,                                   (3) 

 

Мұнда  
     

 0,

'0 :0,:

tk

j

x
x

f
tftP 














 , 

      0,:, 01 tfxt  . 

   ,1 tx -ге түзетуді )),(),,((:),( )1(

2

)1(

1

)1(  tytycolonty  деп белгілейік. Онда 
   ,1 ty -ге қатысты 

жүйе былайша жазылады 
 

                          

                1111'
1

,,,
,

xtYtyxtfJ
dt

tdy
x 


 ,                     (4) 

 

Мұндағы:              1'111 0,0,,:, xtftfxtfxtY x  

            ,,:, 112 tytxtx   формула  бойынша екінші жуықтау жүйесі мына түрде 
 

               1221
2

,
,

xtxtPJ
dt

tdx



 ,                                            (5) 

 

Мұндағы: ),,(:)( )1()1( xtftP x
              11'112 ,,, xxtfxtfxt x .

   ,2 tx -ге түзетуді 
   ,2 ty  

деп белгілейік: 
 

                 11222
2

,,
,

yxtYytPJ
dt

tdy



 ,                                   (6)  
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          2'222 ,, xtfxtPtP x , )1()1()1()1()1()1()1()2( ),(),()(:),,( yxtfxtfyxfyxtY x
  

 

Онда 
            ,,,:, 21 txtxcolontx jjj   және 

             ,,,:, 21 tytycolonty jjj  , ,...,2,1j  

үшін теңдеулер жүйесі:  
 

               11 ,
,   jjjj

j

xtxtPJ
dt

tdx



,                                 (7) 

 

                 11 ,,
,  jjjjj

j

yxtYytPJ
dt

tdy



,                         (8) 

 

мұнда 
      ,...3,2,,,1  jYP jjj  -

     110 ,, YP   функциялары  арқылы анықталады. 
 

          j

x

jjj xtfxtPtP ,, ' ,             11'11 ,,,   jj

x

jjj xxtfxtfxt , 

 

                   11'11111 ,,,,,   jj

x

jjjjjj yxtfxtfyxtfyxtY , 1j . 

 

(7) және (8) жүйелерінің құрылымы бір болғандықтан , осы жүйелерге ортақ бір модельдік теңдеу 

қарастырамыз. Біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесін қарастырайық: 
 

    tqztPJ
dt

dz
                                                                    (9) 

 

мұнда,  21,diagJ   ,     tptP jk , ;2,1, kj        tqtqcolontq 21 ,: .  tP  матрицалары 

және  tq  вектор-функциясы аналитикалық, жиілік базис  t  бойынша n ,...,, 21  шартты-

периодты. ),( 21 bbB  -тұрақты, ал      







 trtrtR 21

 -  tP  матрицасының шартты-периодты 

бөлігі болсын.  tP  матрицасы келесі түрде болады:    tRBtP  .Енді     dttRtT : белгілейік 

және RTTR  , TBBT   шарттар орындалсын.   )(tTez  алмастыруын енгізейік. Онда келесідей 

теңдеулер жүйесін алынады:    
 

 dttR

etqBJ
dt

d 



 

Белгілеулер  енгізелік:    
 

 dttR

etqtg


:  ,       tgtgcolontg 21 ,: . 

Онда (9) бойынша : 

   tgBJ
dt

d



                                                                  (10) 

 

    tkiCtg
k

k ,exp
0




 ,                                                            (11) 

 

 nkkk ,...,: 1 ,  n ,...,1 , nkkk  ...: 1 ,  

 

 kkk CCcolonC 21 ,: , nnkkk   ...: 11 . 

(10) жүйенің шартты-периодты шешімін мына түрде ізделік: 
 

    tkidt
k

k  ,exp,
0




 ,                                                     (12) 

мұндағы  kkk ddcolond 21 ,  -анықталмаған коэффициенттер.  
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(12)-ні алып (10)-ға қойсақ 
 

 

 
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k
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k eCedBJ
ki

e
d 




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теңдеуі алынады. Мұндағы кері матрица  
 

  

  

1

22221

12111

,;
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
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
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








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
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Сd kk
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
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Бұл  kd коэффициенттерді  (12)-ке апарып орнына  қоямыз. Онда ),(  t мына түрде болады  
 

 
  

  

 tkik

k

eC

bkib

bbki

t 




 ,

1

22221

12111

0 ,;
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,



 



















               (13) 

 

Егер қатар бірқалыпты жинақты болса, онда  (1) жүйенің шартты-периодты шешім болады.  

Белгілеулер  енгізелік: 
 

1:1 nk , 11 :  n , 1:2 nk , 22 :  n ,  21

* ,...,:  nkkk ,  21

* ,...,:  n ,

  2211

** ...:,  nnkkk  ,   1111** ...:,  nnkkk  . 

 

Сонда   *

21,..., Qn    жиіліктері үшін және 21,..., nkk  бүтін сандары үшін келесі теңсіздік  

орындалады:      2** 2,



n

kKk  .  

Мұндағы 0K -бекітілген тұрақты [1].  
 

qt Im  жолақта белгілеулер  енгізелік: 

 

   tqtqM
t

sup:
00  ,    tRtRN

t

sup:
00  . 

 

Мұндағы 
0
  арқылы qt Im  жолақта анықталған норма белгіленеді. 

      trtrtR 21 ,  –  tP  матрицасының таза шартты-периодты бөлігі.  
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,  орындалады.  

1
  арқылы 12Im   qt  жолағында  норма белгіленілген.  
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Енді (7), (8) теңдеулер жүйесінің жинақтылығын дәлелдейік.  

Бірінші жуықтау 
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   
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