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ГИПЕРБОЛАЛЫҚ-ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН ШЕКАРАЛЫҚ ЕСЕПТІҢ ШЕКТЕУЛІ-

АЙЫРЫМДЫҚ АНАЛОГЫНЫҢ ШАРТТЫ ОРНЫҚТЫЛЫҒЫ ЖАЙЛЫ  
 

Аңдатпа 

Бұл жұмыста гиперболалық-параболалық теңдеу үшін шекаралық есептің шектеулі - айырымдық аналогы 

қарастырылады. Мұндай есепке қисықтар үйірі үшін қойылған интегралдық геометрия есебі келтіріледі. Бұл 

есептің тегіс функциялар кеңістігінде шешімі бар деп жорамалданып, орнықтылық бағалауы дәлелденді.  

Интегралдық геометрияның мұндай есептері көптеген қолданыс тапқан, оның ішінде сейсмобарлау мәліметтерін 

интерпретациялау есептері, компьютерлік томография және техникалық диагностика есептері. Интегралдық 

геометрия есептерінің айырымдық аналогтарын зерттеудің өзіне тән күрделі тұстары бар, үзіліссіз қойылымда 

алынатын көптеген қатынастар дискретті аналогқа ауысқанда анағұрлым күрделі түрге ие болады және ығысу 

барысында туындайтын қосылғыштарға қатысты қосымша зерттеулерді талап етеді. Мұндай есептердің жалпы 

жағдайда шешім бар болуының теоремасы болмағандықтан шартты корректілік ұғымы қолданылады. Жұмыс 

нәтижелері геотомография, медициналық томография, дефектоскопия және т.б. есептерді шешуде қолданылатын 

сандық әдістердің жинақтылығын көрсету үшін өте маңызды болып табылады.  

Түйін сөздер: қисынсыз есеп, интегралдық геометрия, қисықтар үйірі, орнықтылық бағалауы, аралас типті 

теңдеу, шектеулі - айырымдық есеп, квадраттық форма. 
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ОБ УСЛОВНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОГО АНАЛОГА ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛО-ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 
 

Аннотация 

В работе рассматривается конечно-разностный аналог граничной задачи для уравнения гиперболо-

параболического типа, к которой сводится задача интегральной геометрии для семейства кривых. Полагая, что 

решение существует доказывается оценка устойчивости дискретного аналога этой задачи на пространстве 

достаточно гладких функций. Эти задачи интегральной геометрии связаны с многочисленными приложениями, 

в том числе задачи интерпретации данных сейсморазведки, задачи компьютерной томографии и технической 

диагностики. Исследование разностных аналогов задач интегральной геометрии имеет специфические 

трудности, связанные с тем обстоятельством, что для конечно-разностных аналогов частных производных 

основные соотношения выполняются с некоторым сдвигом по дискретной переменной. В связи с этим многие 

соотношения, получаемые в непрерывной постановке, при переходе к дискретному аналогу имеет более сложную 

и громоздкую форму, что требует дополнительных исследований возникающих слагаемых со сдвигом. Так как 

отсутствует теорема существования решения в общем случае в работе использовано понятие условной 

корректности. Полученный в работе результат имеет важное значение для понимания эффективности численных 

методов решения задач геотомографии, медицинской томографии, дефектоскопии и т.д.  

Ключевые слова: некорректная задача, интегральная геометрия, семейство кривых, оценка устойчивоcти, 

уравнение смешанного типа, конечно-разностная задача, квадратичная форма. 
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Abstract  

In this paper, we consider a finite-difference analog of the boundary value problem for an equation of hyperbolic-

parabolic type. The problem of integral geometry for a family of curves is reduced to this problem. Assuming that the 

solution exists, an estimation of the stability of the discrete analogue of this problem on the space of sufficiently smooth 

functions is proved. These problems of integral geometry are associated with numerous applications, including problems 

of interpretation of seismic data, problems of computed tomography and technical diagnostics. The study of difference 

analogues of integral geometry problems has specific difficulties associated with the fact that for finite-difference 

analogues of partial derivatives, the basic relations are performed with a certain shift in the discrete variable. In this 

regard, many relations obtained in a continuous formulation, when transitioning to a discrete analogue, have a more 

complex and cumbersome form, which requires additional studies of the resulting terms with a shift. Since there is no 

theorem of the existence of a solution in the general case, the concept of conditional correctness is used in the work. The 

result of this work is important for understanding the effectiveness of numerical methods for solving problems of 

geotomography, medical tomography, flaw detection, etc. 

Keywords: ill-posed problem, integral geometry, family of curves, stability estimation, mixed-type equation, finite-

difference problem, quadratic form. 

 

Кіріспе 
Бұл жұмыста гиперболалық-параболалық теңдеу үшін шекаралық есепке келтірілетін интегралдық 

геометрия есебінің  шектеулі - айырымдық аналогы қарастырылады. Гиперболалық-параболалық 

теңдеу үшін шекаралық есеп түрлері [1-3] еңбектерде зерттелген. Интегралдық геометрия есептері 

томографияның математикалық негізін құрайды. Компьютерлік томографиядағы негізгі мәселе 

функцияны интегралдары бойынша қалпына келтіру болып табылады. Интегралдық геометрия 

есептері математикалық физиканың қисынсыз есептеріне жатады, оның негіздері [4-6] еңбектерінде 

қаланған және көптеген қосымшалармен байланысты есептерді (компьютерлік томография есебі, 

акустика мен сейсмобарлаудың кері есептері) құрайды. Айта кетелік, интегралдық геометрия 

есептерінің дифференциалды - айырымдық және шектеулі - айырымдық аналогтарын зерттеу 

қажеттілігін және өте перспективалы бағыт екендігін алғаш рет академик М.М. Лаврентьев айтқан. 

Сондықтан, интегралдық геометрия есебінің шектеулі - айырымдық аналогын зерттеу өзекті мәселе 

болып табылады. 

Алғаш рет М. М. Лаврентьев пен В. Г. Романовтың [7] еңбегінде гиперболалық теңдеулер үшін 

бірқатар кері есептер  интегралдық геометрия есептеріне келтірілетіні көрсетілген. Кейін В. Г. Романов 

интегралдық геометрия есептері үшін шешімнің жалғыздығы жайлы теоремасын дәлелдеді және 

шартты орнықтылық бағаларын алды [8,9]. Белгісіз функциялар класына қандай да бір кеңейтуді 

қолдану және басқа координаттар жүйесін таңдау арқылы регулярлы қисықтар үйірі үшін интегралдық 

геометрия есебінің шешімі бар болатыны жайлы нәтижелерді А.Х. Амиров келтірген [10,11]. 

Арнайы қисықтар үйірі үшін шешімнің жалғыздығы туралы және орнықтылық бағалары бойынша 

жалпылама нәтижені Р.Г. Мухометов алған болатын. Орнықтылықтың бұл бағалаулары интегралдық 

геометрия есебін оған эквивалент болатын аралас типті дербес туындылы теңдеу үшін шекаралық 

есепке келтіруге негізделген [12].  

Бұл мақалада гиперболалық-параболалық теңдеу үшін шекаралық есепке келтірілетін  салмақтық 

функциясы бар интегралдық геометрия есебінің қойылымы алғаш рет зерттеліп отыр.  

 

Зерттеу әдіснамасы 

Айталық, 2( , ) ( )U x y C D  және  

 

            ( , )

( , ) ( , ) ( , , ) ; [0, ], [0, ]
K z

V z U x y x y z ds l z l


    
.                            (1) 

 

Интегралдық геометрия (1) есебі D  облысында берілген ( , )K z  қисықтары және ( , )V z

функциялары бойынша ( , )U x y  фунциясын табудан тұрады.  
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1 1 1 1

( , , )

( , , ) ( , ) ( , , )
K x y z

W x y z U x y x y z ds 
 

 

функциясын енгіземіз, мұндағы ( , , )K x y z қисығы 1 1
( , )x y D  және

 ( ( ), ( ))z z   нүктелерін қосатын 

( , )K z  қисығының бөлігі, [0, ].z l  

Соңғы теңдеуді ( , , )K x y z қисығына ( , )x y  нүктесінде жүргізілген, x өсімен жасайтын ( , , )x y z  

бұрышы бар жанама бағытында дифференциалдайтын болсақ, онда    
 

cos sin ( , ) ( , , ).
W W

u x y x y z
x y

  
 

 
 

 
Осыдан шығатыны: 
 

    

  1

cos sin
0, , , .

W W
x y z

z x y

 

 

   
   

                                                         (2) 
 

Есептің берілгендерінен W функциясы үшін келесі шекаралық шартты аламыз:  

 

     ( ( ), ( ), ) ( , ), ( , ) 0, , [0, ],W z V z V z z z l                                     (3) 
 

мұндағы ( , , )x y z - белгілі функция, D облысы шекарасы Г  

 

     
( ), ( ), [0, ], (0) ( ), (0) ( )x z y z z l l l         

                
 

қисығы болатын жазық, шектелген, бірбайланысты облыс, z параметрі – Г қисығының ұзындығы, 
 

     1
/ {( ( ), ( ), ) : [0, ]}, [0,l].z z l D         

 
 

Интегралдық геометрияның (1) есебін (2) - (3) есебіне келтірудің келесі шарттары орындалсын:   
 

а) D  облысының кез келген екі нүктесі арқылы жалғыз ),( zK   қисығы өтеді; ),( zK   қисықтар 

үйірінің әрқайсысы Г шекарасын  ))(),(( zz   және ))(),((   нүктелерінде қияды,  басқа нүктелер 

Г шекарасына тиісті емес; барлық қисықтардың ұзындықтары бірқалыпты шектелген; 
 

ә) )(),( 33 TCTC   , осы функциялардың барлық функциялары Т кеңістігінде бірқалыпты 

шектелген; 
 

б) 0
),(

),(1
1  c

sD

D

s 


, мұндағы 1c  – тұрақты шама,  

 

в) ),,2,,(),0,,(),,2,,(),0,,( syxsyxsyxsyx    

осындай теңдіктер көрсетілген функциялардың үшінші ретті туындыларына дейін орындалады.  

Сондай-ақ, абсцисса не ордината өсіне параллель болатын кез келген түзу  D облысының шекарасын 

екі нүктеде қияды. 

Айталық, 

    

       1 1 2 2
( , ) ( , )( , ) ( , )

inf ,  sup , inf , sup ,
x y D x y Dx y D x y D

a x b x a y b y
  

   
   

 

      
  3 3

( ) 1,2;/ , / ,
j j j j

j Nh N hb a l  
 

 

мұндағы , 1,2,3
j

N j  - натурал сандар. 

  келесі шартты қанағаттандыратын болсын  
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 1 1 2 2
0 min ( ) / 3,( ) / 3 ,b a b a     

     
 

( , )
( , ) : min (( , ),( , )) ,D x y D x y

  
   


  

     
 

 1 1 2 2 1 2
( , ) : , , 1,..., ; 1,..., .

h i j i j
R x y x a ih y a jh i N j N      

 
 

1 1 2 2
( , )a ih a jh  нүктесінің 1 2

( , )Ш ih jh  маңайы деп 1 1 2 2
( , )a ih a jh   нүктесі және 

1 1 2 2
( ( 1) , ( 1) )a i h a j h     түріндегі нүктелерінен тұратын жиынды айтамыз. 

 

h
D

 – h
D R   облысында 1 2

( , )Ш ih jh  маңайымен жататын барлық 1 1 2 2
( , )a ih a jh   нүктелер 

жиыны.   
 

h
Г 

 – 1 2
( , )Ш ih jh

 маңайының ( ) /
h h

D R D   жиынымен қиылысуы бос болмайтын 

1 1 2 2
( , )

h
a ih a jh D    нүктелер жиыны.  

 

      

1 2
( , ), .

h

h h h

Г

Ш ih ih D R D


   

 

    1 1 2 2 3 1 1 2 2 3
{( , , ) : ( , ) , 0,1,..., 1}.

h h
a ih a jh kh a ih a jh D k N         

 

 

Шекаралық (2)-(3) есебінің коэффициенттері мен шешімі келесі шарттарды қанағаттандырады деп 

есептейміз:  

   
3( , , ) ( )W x y z C   , 

2( , , ) ( ),    [0, ],x y z C D l                         (4)  

   

2

1

1
( , , ) ( ), ( , , ) 0, .x y z C x y z c

z z

 
 



 
     

                                               (5) 

Келесі шектеулі-айырымдық есепті қоямыз:   
 

     
0 0 1 1 2 2 3

0, ( , , ) ,
h

x y
z

a b
F F a ih a ih kh

c c

 
     

                                           (6) 

теңдеуін және келесі шекаралық шарттарды  

 

                   , , 1 1 2 2 3
( ) ( ),( , ) , 1,..., 1,k k

i j i j h
F z Ф z a ih a jh k = N    

                                      (7) 

     
30

, , 1 1 2 2
( ) ( ),( , ) ,

N

i j i j h
F z F z a ih a jh D   

                                               (8) 

қанағаттандыратын ,

k

i jF  функцияcын табу керек.  

Мұндағы 
 

, 1 1 2 2 3
( , , ) ( , , ),k

i j i j k
F F x y z F a ih a jh kh   

 

0 1, 1, 1
( ) / 2 ,

i j i j
x

F F F h
 

  0 , 1 , 1 2
( ) / 2 ,

i j i j
y

F F F h
 

 
 

1

, ,

, ,

3

, cos ( ), sin ( ),

k k

i j i j k k

z i j i j

f f
f a z b z

h
 

 
  

 

, 1 1 2 2 3 , 1 1 2 2 3
( ) ( , , ), ( , , ).k k

i j i j
z a ih a jh kh c a ih a jh kh         

 
 

Бұл қойылымда есеп шешімі жайлы ақпарат тек   шекарасында ғана емес, оның   - маңайында 

да беріледі. Өйткені бұл )),(),(( zzz   түріндегі кез келген нүкте маңайында xyyzxzz WWW ,,,  

туындыларының   2

1
22 ))(())((


 zyzх   түріндегі  ерекшеліктердің бар болуымен 

байланысты [12]. 
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Зерттеу нәтижелері және оларды талқылау 

Лемма 1. Егер u  және v тор функциялары болса, онда  

                                                    
1

k k

z z

k k

z

u v u vu

v v v 

 
 

                                                                                (9) 

                                                     
  3

k k

z z z zz
uv u v u v h u v  

                                                                (10) 

                                                    
   0

0 0

2

1

2
i i x xx x

x x

h
uv u v u v u v  

                                                            (11) 

Теорема 1. (6)-(8) есебінің шешімі 
h

  жиынында бар болсын және 0 2
,

xz

F c 0 2
yz

F c
 деп жоримыз,  

мұндағы 2c - қандай да бір тұрақты. Барлық , 1, 2,3jN j =  үшін  

 

      
  0z

z z

c
ab a b

c
   

 
 

орындалсын. Сонда барлық Nj >N**, j = 1,2,3  үшін оң N** тұрақтысы табылып, келесі бағалау 

орынды болады 
 

    

0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

1 2 3 3 1 3 2 3 1 2 3 2 3
( ) .

h h

z
x y x y

F F h h h c h h h h h h h c h
 

  
 

   
        

   
 

                    (12) 

Мұндағы с3 тұрақтысы ( , , )x y z функциясына және ( , )K z  қисықтар үйіріне тәуелді болатын 

оң тұрақты шама.  
 

Дәлелдеу. [13-15] еңбектерінде ұсынылған әдістемені қолдана отырып, (6) теңдеуінің екі жағын да  

 

0 02 ( )
x y

c bF aF   өрнегіне көбейтеміз, алынған теңдікті келесі түрде жазамыз 
1 2

0S S  , мұндағы  

 

    
0 0 0 01 2
x y x y

z

a b
S S c bF aF F F

c c

  
           . 

Функциялардың көбейтіндісін дифференциалдаудың (10) формуласын қолданып, 1S  өрнегін 

түрлендіреміз: 
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1

3
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x y x y
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x y x y
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c bF aF F F
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h c bF aF F F
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S1 мен S2 өрнектеріндегі жақшаларды (9), (10) формулалары мен (6) теңдігін назарға ала отырып 

ашып, сондай-ақ   
 

    
3 3 31 1 1

1 1 1 1 2
1 ( ), ( ), ( ),

k

k k k k k k

c
o h o h o h

c c c c c c  

     
           

      

    
2 2 2 22 2sin cos sin 2 , cos sin cos2 ,d ab e a b              

 

екендігін және    
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0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 23 31 1
,

2 2 2 2x xz y yzx xz y yz
z z

h h
F F F F F F F F

  
      

                         
формулаларын ескере отырып 
 

     3 4 5 6 7 8
0S S S S S S                                                                     (13) 

екендігін аламыз, мұндағы 
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S h F ab h F F ab h F F aa h F F bb
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Енді осы өрнектердің әрқайсысын түрлендіріп, бағалаймыз. 
 

S3 және S4  өрнектерін 0

x

F  және 0

1k

y

F 

, 0

1k

x

F 
 және 0

y

F  функцияларына қатысты квадраттық форма 

деп қарастырсақ, оның анықтауышы келесідей есептеледі: 
 

   
2 2 2

2 22 2
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,
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z z

z z

z z z

z z z z

z z

z z

c c
ab a b d e

c c cc c
ab a b d e ab a b

c c c c c
e ab a b d
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себебі 
2 2 1e d  , мұнда cos2 , sin 2 .e d    Сонда    0z

z z

c
ab a b

c
     шартынан S3 және 

S4  квадраттық формаларының оң анықталғандығы шығады.  
 

2 2

1 2 3
2x xy y      

оң анықталған квадраттық форма үшін орынды болатын
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2

2 2 2 21 3 2

1 2 3
2 2

1 3 1 3 2
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2 ( ) 4
x xy y x y

   
      

        
 

 

теңсіздігін пайдалана отырып, алатынымыз  
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                                                 (15) 
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екендігін аламыз. 
 

2 2| | ( ) / 2nm n m   
теңсіздігін пайдаланып 
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                                                         (16) 

бағалауын аламыз. 
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екенін ескере отырып,
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теңсіздігін пайдаланып 
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                                                (17) 

бағалауын аламыз. 

(11) формуланы ескере отырып 
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өрнектерін аламыз. 
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Енді S8 өрнегін түрлендіріп, бағалаймыз: 
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Енді 2 2| | ( ) / 2nm n m   теңсіздігін пайдаланып 
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                                       (19) 

бағалауын аламыз. 

a,b,c  функцияларын жеткілікті тегіс шектеулі деп санап және (14) -(19) өрнектерін ескере отырып, 

(13) формуласынан  
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теңсіздігін аламыз, мұндағы  
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 болғандықтан, 3
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 болады, мұнда  , K тұрақты шамалар. 

Сонда, (20) теңсіздігінен  
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1 2 3 , 2 3

2
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i j
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F F h h h R c h
  

 
   

 
 

                                                  (21) 

екендігін аламыз. 

(7)-(8) шарттарын және 
2 2| | ( ) / 2nm n m   теңсіздігін пайдаланып, (21) теңсіздігінен (12) бағалауын 

аламыз.   Сонымен, теорема дәлелденді. 

 

Қорытынды 
Осы жұмыста алынған гиперболалық-параболалық теңдеу үшін шекаралық есептің шектеулі - 

айырымдық аналогының шартты орнықтылық бағалауы геотомография, медициналық томография, 

дефектоскопия есептерін сандық шешу әдістерінің жинақтылығын негіздеуде қолданылады және 

акустика мен сейсмобарлаудың көп өлшемді кері есептерін шешуде үлкен практикалық маңызы бар.   
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