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НЕРАВЕНСТВО ТИПА УЛЬЯНОВА ДЛЯ СМЕШАННЫХ МОДУЛЕЙ ГЛАДКОСТИ 

ОБОБЩЁННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ЛИУВИЛЛЯ-ВЕЙЛЯ 
 

Аннотация 

В статье доказывается неравенство типа Ульянова для смешанного модуля гладкости обобщённой 

производной Лиувилля-Вейля функции двух переменных в смешанных метриках. Производная 

определяется преобразованием двумерного ряда Фурье с помощью положительной обобщённо 

монотонной последовательности класса 𝐺𝑀2. Основная оценка связывает модуль гладкости 

производной в метрике 𝐿𝑞1𝑞2 с интегральным оператором от dyadic-функционала, построенного по 

угловым наилучшим приближениям исходной функции и разностям множителя. Доказательство 

основано на смешанном неравенстве Ульянова, обратной оценке модуля через угловые приближения 

и двумерном преобразовании Абеля для 𝐺𝑀2-множителей. Рассматриваются также частные случаи 

обычных производных Вейля и логарифмически модифицированных множителей. 

Ключевые слова: смешанный модуль гладкости, смешанная метрика, угловое приближение, 

неравенство Ульянова, производная Лиувилля-Вейля, 𝐺𝑀2-множитель, ряд Фурье. 
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ЛИУВИЛЛЬ-ВЕЙЛЬДІҢ ЖАЛПЫЛАНҒАН ТУЫНДЫЛАРЫНЫҢ АРАЛАС ТЕГІСТІК 

МОДУЛЬДЕРІ ҮШІН УЛЬЯНОВ ТИПТІ ТЕҢСІЗДІК 

 

Аңдатпа 

Мақалада екі айнымалы функцияның Лиувилль-Вейль мағынасындағы жалпыланған туындысының 

аралас тегістік модулі үшін Ульянов типті теңсіздік дәлелденеді. Жалпыланған туынды екі өлшемді 

Фурье қатарының коэффициенттерін 𝐺𝑀2 класындағы оң жалпыланған монотонды тізбекпен арқылы 

анықталады. Негізгі нәтиже туындының 𝐿𝑞1𝑞2метрикасындағы аралас модулін бастапқы функцияның 

бұрыштық ең жақсы жуықтаулары және көбейткіштің айырымдары арқылы құрылған dyadic-

функционалдың интегралдық өрнегімен бағалайды. Дәлелдеу аралас Ульянов теңсіздігіне, модульді 

бұрыштық жуықтаулар арқылы бағалауға және 𝐺𝑀2-көбейткіштер үшін екі өлшемді Абель 

түрлендіруіне негізделеді. Вейль туындылары және логарифмдік көбейткіштер мысал ретінде 

қарастырылады. 

Түйін сөздер: аралас тегістік модулі, аралас метрика, бұрыштық жуықтау, Ульянов теңсіздігі, 

Лиувилль-Вейль туындысы, 𝐺𝑀2-көбейткіш, Фурье қатары. 
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ULYANOV-TYPE INEQUALITY FOR MIXED MODULI OF SMOOTHNESS OF GENERALIZED 

LIOUVILLE-WEYL DERIVATIVES 

 

Abstract 

The paper proves an Ulyanov-type inequality for the mixed modulus of smoothness of a generalized 

Liouville-Weyl derivative of a function of two variables in mixed metrics. The derivative is defined by 

transforming the two-dimensional Fourier series by a positive general monotone sequence of the class 𝐺𝑀2 

and by phase parameters. The main estimate relates the mixed modulus of the derivative in the metric 𝐿𝑞1𝑞2 to 

an integral operator involving a dyadic functional constructed from angular best approximations of the original 

function and differences of the multiplier. The proof combines the mixed Ulyanov inequality, an inverse 

estimate of the modulus through angular approximations, and a two-dimensional Abel transformation for 
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𝐺𝑀2multipliers. Particular cases include the classical Weyl derivatives and logarithmically modified 

multipliers. 

Keywords: mixed modulus of smoothness, mixed metric, angular approximation, Ulyanov inequality, 

Liouville-Weyl derivative, 𝐺𝑀2 multiplier, Fourier series. 
 

Введение 

Неравенства типа Ульянова занимают важное место в теории приближений и 

гармоническом анализе. В классической форме они оценивают модуль гладкости функции в 

более сильной метрике через интеграл от модуля гладкости в более слабой метрике. 

Одномерные варианты таких оценок восходят к работе П. Л. Ульянова и далее развивались в 

работах В.И. Коляды, Б.В. Симонова, С.Ю. Тихонова, W. Trebels и других авторов; см. 

обзорные ссылки в [1-11]. 

Для функций многих переменных особый интерес представляют смешанные модули 

гладкости. Они отражают совместное действие разностей по различным переменным и тесно 

связаны с приближением тригонометрическими полиномами по углу. Для смешанных 

модулей положительного порядка и смешанных метрик 𝐿𝑝1𝑝2 соответствующие неравенства 

Ульянова были установлены в [12]. В этой работе, в частности, доказаны оценки между 

смешанными модулями в разных метриках и оценки модулей гладкости обычных 

производных Вейля. 

С другой стороны, в работах [7, 9] изучались обобщённые производные Лиувилля-Вейля, 

задаваемые не обязательно степенным множителем Фурье, а более общим множителем 𝜆. В 

одномерном случае такие множители естественно описываются классом обобщённо 

монотонных последовательностей 𝐺𝑀. В двумерном случае для приближения двумерным 

углом возникает класс 𝐺𝑀2, в котором контролируются две одномерные вариации и 

смешанная вариация множителя. 

Цель настоящей статьи – объединить эти два направления: получить неравенство типа 

Ульянова для смешанного модуля гладкости обобщённой производной Лиувилля-Вейля с 

𝐺𝑀2-множителем. Основной результат имеет вид 
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2); 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2

≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝛷𝜆,𝛼+𝜎(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)]
𝑞1
∗𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2
∗/𝑞1

∗
𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2
∗

, 

 

где 𝜎𝑖 = 1/𝑝𝑖 − 1/𝑞𝑖, а 𝛷𝜆,𝑠 – dyadic-функционал, построенный по угловым приближениям 

функции 𝑓 и разностям множителя 𝜆. 

В статье подробно доказываются две технические леммы. Первая лемма оценивает 

смешанный модуль гладкости через угловые наилучшие приближения. Вторая лемма 

оценивает угловые приближения обобщённой производной через угловые приближения 

исходной функции. Последняя лемма является двумерной версией известных оценок для 

преобразованных рядов Фурье с обобщённо монотонными множителями и доказывается с 

помощью двумерного преобразования Абеля. 

Смешанные пространства, модули гладкости и угловые приближения 

Пусть 𝕋 = [0,2𝜋), 𝕋2 = 𝕋 × 𝕋. Все функции считаются 2𝜋-периодическими по каждой 

переменной. 

Определение 1 (Смешанная метрика).  Пусть 1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 ≤ ∞. Через 𝐿𝑝1𝑝2 = 𝐿𝑝1𝑝2(𝕋
2) 

обозначим пространство измеримых функций 𝑓(𝑥1, 𝑥2), для которых конечна смешанная 

норма ∥ 𝑓 ∥𝑝1𝑝2= (∫ (∫ |𝑓(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝1

2𝜋

0
 𝑑𝑥1)

𝑝2/𝑝12𝜋

0
𝑑𝑥2)

1/𝑝2

, с обычными изменениями при 

𝑝1 = ∞ или 𝑝2 = ∞. 
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Определение 2 (Подпространство нулевых средних).  Через 𝐿𝑝1𝑝2
0  обозначим множество 

функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 таких, что ∫ 𝑓
2𝜋

0
(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1 = 0 для почти всех 𝑥2, и ∫ 𝑓

2𝜋

0
(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥2 =

0 для почти всех 𝑥1. 
Для 𝛼 > 0 положим 

𝛥ℎ
𝛼𝑓(𝑥) = ∑(−1)𝜈

∞

𝜈=0

(
𝛼

𝜈
) 𝑓(𝑥 + (𝛼 − 𝜈)ℎ), 

где 

(
𝛼

0
) = 1,  (

𝛼

𝜈
) =

𝛼(𝛼 − 1)⋯(𝛼 − 𝜈 + 1)

𝜈!
, 𝜈 ≥ 1. 

 

Разности по переменным 𝑥1 и 𝑥2 будем обозначать через 𝛥ℎ1,1
𝛼1  и 𝛥ℎ2,2

𝛼2 . 

Определение 3   Для 𝛼1, 𝛼2 > 0 смешанный модуль гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 

определяется равенством 
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑓; 𝛿1, 𝛿2)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ𝑖|≤𝛿𝑖, 𝑖=1,2

∥∥𝛥ℎ1,1
𝛼1 𝛥ℎ2,2

𝛼2 𝑓∥∥
𝑝1𝑝2

. 

 

Определение 4 Пусть 𝑚1, 𝑚2 ∈ ℕ ∪ {0}. Угловым наилучшим приближением функции 𝑓 ∈
𝐿𝑝1𝑝2 называется величина  

 

𝑌𝑚1,𝑚2
(𝑓)𝑝1𝑝2 = inf

𝑇𝑚1,∞, 𝑇∞,𝑚2
∥ 𝑓 − 𝑇𝑚1,∞ − 𝑇∞,𝑚2

∥𝑝1𝑝2 , 

 

где 𝑇𝑚1,∞ является тригонометрическим полиномом порядка не выше 𝑚1 по 𝑥1, а 𝑇∞,𝑚2
 

является тригонометрическим полиномом порядка не выше 𝑚2 по 𝑥2. 

Запись 𝐴 ≲ 𝐵 будет означать, что 𝐴 ≤ 𝐶𝐵 с постоянной 𝐶 > 0, не зависящей от 

рассматриваемой функции и основных параметров. Если одновременно 𝐴 ≲ 𝐵 и 𝐵 ≲ 𝐴, пишем 

𝐴 ≍ 𝐵. 

 

Обобщённая производная Лиувилля-Вейля и класс 𝐺𝑀2 

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0  имеет ряд Фурье 

𝜎(𝑓) = ∑ ∑

∞

𝑘2=1

∞

𝑘1=1

(𝑎𝑘1𝑘2cos𝑘1𝑥1cos𝑘2𝑥2 + 𝑏𝑘1𝑘2cos𝑘1𝑥1sin𝑘2𝑥2

 +𝑐𝑘1𝑘2sin𝑘1𝑥1cos𝑘2𝑥2 + 𝑑𝑘1𝑘2sin𝑘1𝑥1sin𝑘2𝑥2).

 

 

Определение 5 (Обобщённая производная Лиувилля-Вейля).  Пусть 𝜆 = {𝜆𝑘1,𝑘2}𝑘1,𝑘2≥1 – 

положительная последовательность, а 𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ.  

Рассмотрим преобразованный ряд  
𝜎(𝑓, 𝜆, 𝛽1, 𝛽2) = ∑ ∑ 𝜆𝑘1,𝑘2

∞
𝑘2=1

∞
𝑘1=1

( 𝑎𝑘1𝑘2cos(𝑘1𝑥1 + 𝛽1𝜋/2)cos(𝑘2𝑥2 + 𝛽2𝜋/2)

+𝑏𝑘1𝑘2cos(𝑘1𝑥1 + 𝛽1𝜋/2)sin(𝑘2𝑥2 + 𝛽2𝜋/2)

+𝑐𝑘1𝑘2sin(𝑘1𝑥1 + 𝛽1𝜋/2)cos(𝑘2𝑥2 + 𝛽2𝜋/2)

+𝑑𝑘1𝑘2sin(𝑘1𝑥1 + 𝛽1𝜋/2)sin(𝑘2𝑥2 + 𝛽2𝜋/2)).

  

 

Если этот ряд является рядом Фурье некоторой функции 𝑔 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 , то 𝑔 называется 

(𝜆, 𝛽1, 𝛽2)-производной, или обобщённой производной Лиувилля-Вейля, функции 𝑓 и 

обозначается 𝑔 = 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2). 
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Если 𝜆𝑘1,𝑘2 = 𝑘1
𝜌1𝑘2

𝜌2 и 𝛽𝑖 = 𝜌𝑖, то 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2) совпадает с обычной смешанной производной 

Вейля 𝑓(𝜌1,𝜌2). 
Определение 6 Положительная последовательность 𝜆 = {𝜆𝑘1,𝑘2}𝑘1,𝑘2≥1 принадлежит классу 

𝐺𝑀2, если существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что для всех 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ выполнены условия  

∑ |𝜆𝑘1,𝑛2 − 𝜆𝑘1+1,𝑛2|
2𝑛1
𝑘1=𝑛1

≤ 𝐶𝜆𝑛1,𝑛2 , ∑ |𝜆𝑛1,𝑘2 − 𝜆𝑛1,𝑘2+1|
2𝑛2
𝑘2=𝑛2

≤ 𝐶𝜆𝑛1,𝑛2 , и 

∑ ∑ |𝜆𝑘1,𝑘2 − 𝜆𝑘1+1,𝑘2 − 𝜆𝑘1,𝑘2+1 + 𝜆𝑘1+1,𝑘2+1|
2𝑛2
𝑘2=𝑛2

2𝑛1
𝑘1=𝑛1

≤ 𝐶𝜆𝑛1,𝑛2 . 

Это двумерный аналог класса 𝐺𝑀, введённого и подробно исследованного в связи с 

тригонометрическими рядами и преобразованиями Фурье; см. [8, 15, 16]. 

 

Методология исследования 

Сначала приведём смешанное неравенство Ульянова, которое будет использоваться как 

известный результат. 

Лемма 1 (Смешанное неравенство Ульянова).  Пусть ℎ ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 , 𝛼𝑖 > 0, 𝛿𝑖 ∈ (0,1), 𝑖 = 1,2, 

и для каждого 𝑖 выполнено одно из условий 1 < 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 < ∞ или 𝑝𝑖 = 1,  𝑞𝑖 = ∞.  
 

Положим 𝜎𝑖 =
1

𝑝𝑖
−

1

𝑞𝑖
,  𝑞𝑖

∗ = {
𝑞𝑖, 𝑞𝑖 < ∞,
1, 𝑞𝑖 = ∞.

  

 

Тогда 

𝜔𝛼1,𝛼2(ℎ; 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2 ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝜔𝛼1+𝜎1,𝛼2+𝜎2(ℎ; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2]
𝑞1
∗𝛿1

0

𝑑𝑡1

𝑡1
)
𝑞2
∗/𝑞1

∗
𝛿2
0

𝑑𝑡2

𝑡2
)

1/𝑞2
∗

. 

 

Этот результат доказан в [12]. В случае 𝑞𝑖 = ∞ соответствующая внешняя степень 

понимается как указано в определении 𝑞𝑖
∗. 

Далее докажем техническую лемму, которая переводит смешанный модуль в диадический-

сумму угловых приближений. 

Лемма 2 ([13,14]).  Если 0 ≤ 𝑚𝑖 ≤ 𝑀𝑖, 𝑖 = 1,2, то 𝑌𝑀1,𝑀2(ℎ)𝑝1𝑝2 ≤ 𝑌𝑚1,𝑚2
(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

Лемма 3 (Модуль через угловые приближения).  Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0 и ℎ ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 . Если 2−𝑛𝑖−1 <

𝑡𝑖 ≤ 2−𝑛𝑖 ,  𝑖 = 1,2, то 
 

𝜔𝑠1,𝑠2(ℎ; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 2−𝑛1𝑠12−𝑛2𝑠2 ∑ ∑ 2𝑚1𝑠1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

2𝑚2𝑠2𝑌2𝑚1−1,2𝑚2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Доказательство. Докажем утверждение по шагам. 

По обратной теореме для смешанных модулей гладкости и угловых приближений, см. [9, 

12], для любых 𝑁1, 𝑁2 ∈ ℕ имеем 
 

𝜔𝑠1,𝑠2 (ℎ;
1

𝑁1
,
1

𝑁2
)
𝑝1𝑝2

≲ 𝑁1
−𝑠1𝑁2

−𝑠2 ∑ ∑ 𝑣1
𝑠1−1

𝑁2+1

𝑣2=1

𝑁1+1

𝑣1=1

𝑣2
𝑠2−1𝑌𝑣1−1,𝑣2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Положим 𝑁𝑖 = 2𝑛𝑖. Из условия 𝑡𝑖 ≤ 2−𝑛𝑖 = 1/𝑁𝑖 и монотонности смешанного модуля по 

каждому аргументу следует 
 

𝜔𝑠1,𝑠2(ℎ; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≤ 𝜔𝑠1,𝑠2(ℎ; 2
−𝑛1 , 2−𝑛2)𝑝1𝑝2 . 

 

Поэтому 
𝜔𝑠1,𝑠2(ℎ; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 2−𝑛1𝑠12−𝑛2𝑠2𝑆, 
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где 

𝑆 = ∑ ∑ 𝑣1
𝑠1−1

2𝑛2+1

𝑣2=1

2𝑛1+1

𝑣1=1

𝑣2
𝑠2−1𝑌𝑣1−1,𝑣2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Разобьём множества индексов на диадический -блоки. Для 𝑚 ≥ 1 положим 
 

𝐵𝑚 = {𝑣 ∈ ℕ: 2𝑚−1 < 𝑣 ≤ 2𝑚},  𝐵0 = {1}. 

Тогда  {1, … , 2𝑛𝑖 + 1} ⊂ ⋃
𝑛𝑖+1

𝑚𝑖=0
𝐵𝑚𝑖

. 

 Следовательно, 
 

𝑆 ≤ ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑣1
𝑠1−1

𝑣2∈𝐵𝑚2𝑣1∈𝐵𝑚1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

𝑣2
𝑠2−1𝑌𝑣1−1,𝑣2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Для 𝑠𝑖 > 0 справедлива оценка  ∑ 𝑣𝑖
𝑠𝑖−1

𝑣𝑖∈𝐵𝑚𝑖
≲ 2𝑚𝑖𝑠𝑖 ,  𝑚𝑖 = 0,1, … , 𝑛𝑖 + 1. 

Действительно, при 𝑚𝑖 ≥ 1 это следует из сравнения суммы с интегралом ∫ 𝑥𝑠𝑖−1
2𝑚𝑖

2𝑚𝑖−1
 𝑑𝑥, а 

при 𝑚𝑖 = 0 очевидно. 

Теперь используем монотонность 𝑌𝑚1,𝑚2
 в правильном направлении. Если 𝑣𝑖 ∈ 𝐵𝑚𝑖

 и 𝑚𝑖 ≥

1, то 𝑣𝑖 − 1 ≥ 2𝑚𝑖−1 − 1. Поэтому, полагая 𝑟𝑖 = (𝑚𝑖 − 1)+ = max{𝑚𝑖 − 1,0}, получаем по 

лемме 2 
 

𝑌𝑣1−1,𝑣2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 ≤ 𝑌2𝑟1−1,2𝑟2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 
 

Следовательно, 

𝑆 ≲ ∑ ∑ 2𝑚1𝑠1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

2𝑚2𝑠2𝑌2(𝑚1−1)+−1,2(𝑚2−1)+−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Сдвиг индексов не меняет порядок суммы, поскольку каждому 𝑟𝑖 соответствует не более 

двух значений 𝑚𝑖, а 2𝑚𝑖𝑠𝑖 ≤ 𝐶(𝑠𝑖)2
𝑟𝑖𝑠𝑖. Поэтому 

 

𝑆 ≲ ∑ ∑ 2𝑟1𝑠1

𝑛2+1

𝑟2=0

𝑛1+1

𝑟1=0

2𝑟2𝑠2𝑌2𝑟1−1,2𝑟2−1(ℎ)𝑝1𝑝2 . 

 

Подставляя эту оценку в результат шага 2, получаем требуемое неравенство. 

 

Угловые приближения обобщённой производной 

Для 𝑚 ≥ 0 положим 
 

𝑁𝑚 = 2𝑚. 
 

Будем использовать обозначения 
 

𝛥1𝜆𝜈1,𝑚2
= 𝜆𝑁𝜈1 ,𝑁𝑚2 − 𝜆𝑁𝜈1+1,𝑁𝑚2 , 

𝛥2𝜆𝑚1,𝜈2 = 𝜆𝑁𝑚1 ,𝑁𝜈2 − 𝜆𝑁𝑚1 ,𝑁𝜈2+1 , 

и 
𝛥12𝜆𝜈1,𝜈2 = 𝜆𝑁𝜈1 ,𝑁𝜈2 − 𝜆𝑁𝜈1+1,𝑁𝜈2 − 𝜆𝑁𝜈1 ,𝑁𝜈2+1 + 𝜆𝑁𝜈1+1,𝑁𝜈2+1 . 
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Определение 7 Для 𝑚1, 𝑚2 ≥ 0 положим 
 

 

𝐵𝜆(𝑚1,𝑚2; 𝑓) = 𝜆𝑁𝑚1 ,𝑁𝑚2𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝑚2−1
(𝑓)𝑝1𝑝2

+∑ |𝛥1𝜆𝜈1,𝑚2
|∞

𝜈1=𝑚1
𝑌𝑁𝜈1−1,𝑁𝑚2−1

(𝑓)𝑝1𝑝2

+∑ |𝛥2𝜆𝑚1,𝜈2|
∞
𝜈2=𝑚2

𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝜈2−1
(𝑓)𝑝1𝑝2

+∑ ∑ |𝛥12𝜆𝜈1,𝜈2|
∞
𝜈2=𝑚2

∞
𝜈1=𝑚1

𝑌𝑁𝜈1−1,𝑁𝜈2−1
(𝑓)𝑝1𝑝2 .

 

 

Следующая лемма является двумерным вариантом оценки наилучших приближений 

обобщённой производной.  

Лемма 4 ([9]).   

Пусть 1 < 𝑝1, 𝑝2 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 , 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, 𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ, и пусть 𝑔 = 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2

0 .  

Тогда для всех 𝑚1, 𝑚2 ≥ 0 выполнена оценка 
 

𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝑚2−1
(𝑔)𝑝1𝑝2 ≲ 𝐵𝜆(𝑚1,𝑚2; 𝑓). 

 

Определение 8 (Диадический -функционал 𝛷𝜆,𝑠).   

Пусть 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2), 𝑠1, 𝑠2 > 0. Если 2−𝑛𝑖−1 < 𝑡𝑖 ≤ 2−𝑛𝑖 ,  𝑖 = 1,2, то положим  
 

𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2) = 2
−𝑛1𝑠12−𝑛2𝑠2 ∑ ∑ 2𝑚1𝑠1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

2𝑚2𝑠2𝐵𝜆(𝑚1, 𝑚2; 𝑓). 

 

Лемма 5 Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0, 1 < 𝑝1, 𝑝2 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 , 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, 𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ, и пусть 𝑔 =

𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2
0 . Тогда при 2−𝑛𝑖−1 < 𝑡𝑖 ≤ 2

−𝑛𝑖, 𝑖 = 1,2, выполнено  
 

𝜔𝑠1,𝑠2(𝑔; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2). 
 

Доказательство. Применяем лемму 3 к функции ℎ = 𝑔: 
 

𝜔𝑠1,𝑠2(𝑔; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 2−𝑛1𝑠12−𝑛2𝑠2 ∑ ∑ 2𝑚1𝑠1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

2𝑚2𝑠2𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝑚2−1
(𝑔)𝑝1𝑝2 . 

 

По лемме 4 

𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝑚2−1
(𝑔)𝑝1𝑝2 ≲ 𝐵𝜆(𝑚1,𝑚2; 𝑓). 

 

Подставляя эту оценку в предыдущую сумму, получаем 
 

𝜔𝑠1,𝑠2(𝑔; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 2
−𝑛1𝑠12−𝑛2𝑠2 ∑ ∑ 2𝑚1𝑠1

𝑛2+1

𝑚2=0

𝑛1+1

𝑚1=0

2𝑚2𝑠2𝐵𝜆(𝑚1, 𝑚2; 𝑓). 

 

Правая часть по определению равна 𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2). ◻ 

 

Результаты исследования 

Перейдем к формулировке главного результата данного раздела. Следующая теорема 

устанавливает основное неравенство типа Ульянова, которое будет играть ключевую роль в 

дальнейших оценках. 
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Теорема 1 Пусть 1 < 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 < ∞, 𝑖 = 1,2, и 𝜎𝑖 =
1

𝑝𝑖
−

1

𝑞𝑖
, 𝑠𝑖 = 𝛼𝑖 + 𝜎𝑖 , 𝛼𝑖 > 0.   Пусть 𝑓 ∈

𝐿𝑝1𝑝2
0 , 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, 𝛽1, 𝛽2 ∈ ℝ, и пусть существует 𝑔 = 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2

0 .  

Тогда для любых 𝛿1, 𝛿2 ∈ (0,1) справедливо неравенство  
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2); 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2

  ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)]
𝑞1

𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2/𝑞1𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2

.
 

 

Доказательство. Положим 𝑔 = 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2). По смешанному неравенству Ульянова, лемма 1, 

имеем 
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑔; 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2 ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝜔𝛼1+𝜎1,𝛼2+𝜎2(𝑔; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2]
𝑞1

𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2/𝑞1𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2

. 

 

Для каждого 𝑡𝑖 ∈ (0,1) выберем 𝑛𝑖 так, что 2−𝑛𝑖−1 < 𝑡𝑖 ≤ 2
−𝑛𝑖. Применяя лемму 5 с 

𝑠𝑖 = 𝛼𝑖 + 𝜎𝑖 , 
Получаем 
 

𝜔𝛼1+𝜎1,𝛼2+𝜎2(𝑔; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 ≲ 𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2). 
 

Подстановка этой оценки в предыдущее интегральное неравенство даёт 
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑔; 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2 ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)]
𝑞1

𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2/𝑞1𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2

. 

 

Так как 𝑔 = 𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2), теорема доказана. ◻ 

Теорема 2 Пусть для каждого 𝑖 = 1,2 выполнено одно из условий 1 < 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 <
∞ или 𝑝𝑖 = 1,  𝑞𝑖 = ∞. Пусть, кроме того, для рассматриваемого множителя 𝜆 и фаз 𝛽1, 𝛽2 

справедлива угловая оценка 𝑌𝑁𝑚1−1,𝑁𝑚2−1(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2))

𝑝1𝑝2
≲ 𝐵𝜆(𝑚1,𝑚2; 𝑓). Тогда утверждение 

теоремы 1 остаётся верным в форме  
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑓
(𝜆,𝛽1,𝛽2); 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2

 ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜎1𝑡2

−𝜎2𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)]
𝑞1
∗𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2
∗/𝑞1

∗
𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2
∗

.
 

 

Доказательство. Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 1, но вместо 

𝑞𝑖 используются 𝑞𝑖
∗, а смешанное неравенство Ульянова берётся в полной форме леммы 1. 

Единственное дополнительное требование – наличие угловой оценки для обобщённой 

производной в соответствующей предельной метрике. ◻ 

Частные случаи и примеры 

Обычная смешанная производная Вейля 

Следствие 1.  Пусть 𝜌1, 𝜌2 ≥ 0 и 𝜆𝑘1,𝑘2 = 𝑘1
𝜌1𝑘2

𝜌2 . Тогда при подходящем выборе 𝛽𝑖 имеем 

𝑓(𝜆,𝛽1,𝛽2) = 𝑓(𝜌1,𝜌2). Кроме того, 
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𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2) ≲ 𝑡1
−𝜌1𝑡2

−𝜌2𝜔𝑠1+𝜌1,𝑠2+𝜌2(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 . 
 

Следовательно, из теоремы 1 следует  
 

𝜔𝛼1,𝛼2(𝑓
(𝜌1,𝜌2); 𝛿1, 𝛿2)𝑞1𝑞2

 ≲ (∫ (∫ [𝑡1
−𝜌1−𝜎1𝑡2

−𝜌2−𝜎2𝜔𝛼1+𝜌1+𝜎1,𝛼2+𝜌2+𝜎2(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2]
𝑞1

𝛿1

0

𝑑𝑡1
𝑡1
)

𝑞2/𝑞1𝛿2

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1/𝑞2

.
 

Proof. Для 𝜆𝑘1,𝑘2 = 𝑘1
𝜌1𝑘2

𝜌2 dyadic-разности имеют порядок 
 

|𝛥1𝜆𝜈1,𝑚2
| ≲ 2𝜈1𝜌12𝑚2𝜌2 ,  |𝛥2𝜆𝑚1,𝜈2| ≲ 2𝑚1𝜌12𝜈2𝜌2 , 

и 

|𝛥12𝜆𝜈1,𝜈2| ≲ 2𝜈1𝜌12𝜈2𝜌2 . 
 

Подставляя эти оценки в 𝐵𝜆 и применяя обратную оценку для смешанного модуля через 

угловые приближения порядка (𝑠1 + 𝜌1, 𝑠2 + 𝜌2), получаем 
 

𝛷𝜆,𝑠(𝑓; 𝑡1, 𝑡2) ≲ 𝑡1
−𝜌1𝑡2

−𝜌2𝜔𝑠1+𝜌1,𝑠2+𝜌2(𝑓; 𝑡1, 𝑡2)𝑝1𝑝2 . 
 

После этого достаточно применить теорему 1. ◻ 
 

Дискуссия 

Главным результатом данного исследования является установление нового неравенства 

типа Ульянова для смешанного модуля гладкости обобщённых производных Лиувилля-Вейля 

функций двух переменных в смешанных метриках 𝐿𝑞1𝑞2 . Значимость полученной оценки 

(Теоремы 1 и 2) заключается в том, что она связывает дифференциально-разностные свойства 

обобщённой производной функции непосредственно с её наилучшими угловыми 

приближениями и структурными свойствами трансформирующего множителя через 

специальный диадический-функционал 𝛷𝜆,𝑠. Теоретическая ценность работы заключается в 

преодолении ограничений, связанных с фиксированным (степенным) порядком 

дифференцирования. Введение в многомерный анализ классов последовательностей 𝐺𝑀2 

(обобщённо монотонных последовательностей) позволяет описывать гладкость функций в 

терминах широкого спектра операторов дифференцирования. Это имеет фундаментальное 

значение для теории вложений функциональных пространств, так как даёт точный аппарат для 

оценки изменения гладкости при одновременном переходе в более сильную смешанную 

метрику и применении интегро-дифференциальных операторов общего вида.  

Полученные результаты представляют собой естественное и существенное развитие 

классического направления теории приближений, заложенного П.Л. Ульяновым, и развитого 

для смешанных метрик и модулей гладкости в работах В.И. Коляды, М.К. Потапова, 

Б.В. Симонова и С.Ю. Тихонова. Настоящая работа открывает несколько многообещающих 

направлений для дальнейших изысканий в области гармонического анализа: 

- Расширение размерности: Очевидной, но математически нетривиальной задачей является 

обобщение полученных оценок на функции n переменных (n > 2), что потребует определения 

и исследования многомерных классов монотонности 𝐺𝑀𝑛и работы с кратными 

преобразованиями Абеля. 

- Предельные случаи метрик: Перспективным видится детальное изучение граничных 

пространств, когда параметры 𝑝𝑖 или 𝑞𝑖 принимают значения 1 или ∞, а также рассмотрение 

аналогичных неравенств в пространствах Лоренца или Орлича со смешанной нормой.  
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- Обратные неравенства: Важным продолжением станет доказательство соответствующих 

обратных неравенств типа Ульянова, что позволит получить критерии совпадения или 

вложения классов функций, определяемых через обобщённые модули гладкости. 

 

Заключение 

Доказано неравенство типа Ульянова для смешанных модулей гладкости обобщённых 

производных Лиувилля-Вейля с двумерно обобщённо монотонными множителями. Новая 

часть оценки состоит в том, что вместо обычной производной Вейля используется общий 

множитель Фурье 𝜆 ∈ 𝐺𝑀2, а гладкость производной контролируется через функционал 𝛷𝜆,𝑠, 
построенный по угловым приближениям исходной функции и разностям множителя. При 

степенном множителе 𝜆𝑘1,𝑘2 = 𝑘1
𝜌1𝑘2

𝜌2 получаем известную оценку для смешанной 

производной Вейля.  
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